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Introduccion

“Una de las mds importantes y
fascinantes ramas de las
matemdticas que proporciono el
medio para las formulaciones
matemdticas y soluciones de
una gran variedad de problemas,
es sin duda el estudio de las
FEcuaciones Diferenciales en

Derivadas Parciales”

Murray R. Spiegel.

Un entendimiento del origen de las ecuaciones de la fisica y la ingenierfa es muy ttil para
desarrollar las estrategias en la obtencion de las soluciones, y también para establecer

las condiciones necesarias para tener un problema bien definido.

En problemas aplicados a diferentes areas del conocimiento humano, aparecen con
frecuencia las Ecuaciones Diferenciales Parciales, en adelante EDP, cuya importancia
en estas areas ha sido reconocida para la elaboraciéon de modelos matematicos que
representan los problemas planteado. La complejidad e importancia actual de esos
problemas, ha hecho que los métodos para resolver dichas EDP sean diversos y se

hayan vuelto mas analiticos.

Es por lo anterior que consideramos importante presentar este texto en espanol con
los conceptos y técnicas fundamentales de las EDP, dado que la mayoria de los textos
sobre el tema son escritos en inglés y la densidad de su contenido los hace cada vez

mas complicados para una lectura inicial del tema.

Es importante también indicar que los cursos de EDP algunas veces no suelen ser los

A%
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mas interesantes para los estudiantes, porque algunos piensan que la solucién de las
EDP se obtiene por manipulaciones aburridas de series o integrales y en menor medida

los que creen que solo por separacion de variables se puede resolver estas ecuaciones.

Esto motivo el interés en presentar en este texto un primer estudio de las EDP, basado
en ecuaciones clasicas de la fisica e ingenieria como son la ecuaciéon de onda, calor y
Laplace. Este trabajo esta dirigido a estudiantes de pregrado de ciencias e ingenieria
con conocimientos basicos en Calculo Diferencial de una y varias variables, Andlisis
Vectorial y EDO. Utilizando la técnica de cambio de variable, se muestra que los
problemas de EDP relacionados con las ecuaciones clasicas, antes mencionadas, se

pueden convertir en una conocida EDO, simplificando asi su solucion.

El texto se ha planteado de una forma practica para el estudiante, donde por medio
de ejemplos se muestran las técnicas basicas para resolver la ecuacion diferencial. En
el capitulo 1 se presentan ciertas nociones fundamentales necesarias en el resto del
trabajo, como es la ecuacién del oscilador armoénico en su forma general y las diferentes
caracteristicas de las soluciones; también se hace un bosquejo de las series de Fourier,
en particular las correspondientes series de senos o cosenos. Finalmente, se realiz6 una

pequena revision del Célculo de Variaciones.

En el capitulo II se desarrolla una breve descripcién de las ecuaciones de onda, calor
y Laplace, las cuales describen en general los problemas referentes a la vibracién de
una cuerda, procesos termodinamicos y estados estacionarios de temperatura, respec-
tivamente. Los términos fisicos alli utilizados no son explicados en extension, pero, si
son del interés del estudiante, podran ser ampliados en la bibliografia. En este capitulo
también se muestra una forma de asociar las EDP lineales fundamentales de segundo

orden con las ecuaciones de las secciones conicas.

La parte central del texto gira alrededor de la técnica de separacion de variables para
las EDP, la cual genera una diversidad de problemas o casos, que se han clasificado
y desarrollado en el capitulo 3. Particularmente la forma de presentar y obtener la
ecuacion solucion, en cada caso, gira alrededor de combinaciones de senos y cosenos, o

senos y cosenos hiperbolicos.

Uno de los aportes de este texto es la forma pedagdgica como se clasifican los diferentes
subproblemas que se generan de un problema dado que satisfaga la ecuacion de Laplace
y tenga condiciones de borde de Dirichlet, Neumann o Robin. También se muestra, para
cada subproblema, que las soluciones se pueden obtener al realizar un simple cambio
en la del subproblema inicial. Esto, aunque pareciera sencillo, no ha sido desarrollado

en ningun libro y solo se presentan casos particulares.

En el dltimo capitulo se muestra una aplicacion de la técnica de separacion de variables
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para el problema clasico de Sturm-Liouville, dando un esquema de los pasos a seguir
para establecer la expansion de una funcion en las autofunciones del correspondiente
problema de Sturm-Liouville; se muestra también la aplicacién para el caso de una

expansion regular o singular.

Finalmente, los autores agradeceran al lector por cualquier sugerencia que sea formu-

lada para el mejoramiento del texto.



Nociones basicas

1.1

i Qué es una ecuacion diferencial en derivadas parciales?

Los problemas aplicados de la vida real donde la variacién del proceso depende de una
sola variable independiente usualmente se resuelven usando las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (EDO’s), las cuales simplifican mucho los modelos de la realidad fisica. Estas
ecuaciones diferenciales dependen de una sola variable y eso limita los problemas que se

puedan investigar, ya que en muchos casos se necesitan varias variables independientes.

Por esta razon al modelar un problema fisico desde la perspectiva matematica don-
de tengan que intervenir dos o mas variables independientes conlleva a una ecuaciéon
diferencial en derivadas parciales. De esta forma podemos decir que una Ecuacion Di-

ferencial en Derivadas Parciales (EDP) es una ecuacién matematica que relaciona una

ov  ov
funcién incognita W (z,y) y alguna de sus derivadas parciales e 0 e Por ejemplo:
z Oy
ov ov 0
—_—— x— f—
Y ox dy

Definicién 1.1.1. Se llama Ecuacién Diferencial en Derivadas Parciales (EDP) a una

ecuacion general de la forma

ov ov omw
Flxz,xo, ..., o, e e =0 1.1
< b F 8x1 8xk 8m1x18m2x2 . 6m’f1‘k> ( )
que permite relacionar las variables independientes x;, con i =1,2,....k , la funcion

incognita ¥ y sus derivadas parciales.

k
En donde los m; son enteros no negativos que cumplen g m; =m.
i=1
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= U,, de manera que cuando se tiene —

ox

También se puede utilizar la notacion
(%vi
) ) 0*U
es equivalente a ¥, o por ejemplo Pz L
x

En este libro se considera, en algunos casos, la variable dependiente simplemente por
U y no necesariamente W (z1,%s,...,2;) y mas aun las variables de que depende la
ecuacion diferencial en derivadas parciales seran aquellas que aparezcan en la ecuacion,

por ejemplo, en la ecuacion:
ov PV
ot Ox?
se deduce que ¥ = V(¢, z).

De aqui en adelante se utilizara, indistintamente, la notacion:

0 0%V
ox? 0xdy Y

Definicién 1.1.2. El orden de una EDP (1.1), es el orden de la mayor derivada parcial

que tenga la ecuacion.

Ejemplo 1.1.1.

ov ov

a. y— — x— = 0 es una EDP de orden 1.
ox oy
0*U ov

b. — —x—— =0 es una EDP de orden 2.
0x? dy

c. Vypp + ¥y — 2V, =0 es una EDP de orden 3.

Definicién 1.1.3. Una EDP lineal es aquella que es lineal en la funcion ¥ y todas sus

derivadas, con coeficientes que dependen solo de las variables independientes de W.

En general, las EDP lineales de segundo orden en dos variables, tienen la forma
aVyp + 0V, + ¥y, +dV, + eV, + fU+9g=0 (1.2)

donde a, b, ¢, d, e, f, g son funciones reales de z e y definidas en un subconjunto D C R?
v a® 4+ b? + ¢ > 0 (esto garantiza que alguno de los coeficientes a, b, ¢ sea diferente de
0). Si los coeficientes son todos reales con la posible excepcién de g se dice que (1.2) es

una EDP lineal a coeficientes constantes.

Ejemplo 1.1.2.

0*w ov
a. — — (r +y)—= + ¥ =1 es una EDP lineal de segundo orden.
0x? y
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b. Wy, + 2V, — 27V, = cosx es una EDP lineal de tercer orden.
ov ov
c. Y— —2x— =0 es una EDP no lineal de primer orden.
ox dy
U\’ P
d. — 3—=—— =y es una EDP no lineal de tercer orden.
0xdy 0x20y
1.2
Clasificacion de las EDP
La EDP lineal de orden dos (1.2) puede expresarse. en forma general, como
aVy, +00,, +cV,, +d=0 (1.3)
donde ahora la d es una funcién que depende de z, y, ¥, ¥, y ¥,.
Definicién 1.2.1. Se define el discriminante I de la EDP (1.3) como
I =b*—4ac
De acuerdo al signo de I se pueden clasificar las EDP lineales de segundo orden.
Definicién 1.2.2. Se dice que la ecuacion (1.3) es:
1. Parabolica, si I = 0;
11. Eliptica, si I < 0;
1. Hiperbolica, si I > 0.
Ejemplo 1.2.1.
a. Dada la ecuacion
2V, + 3V, =0,
se tiene a = 2,b = 0,c = 0; por lo tanto I = 0. Asi la ecuacion es parabdlica.
b. Dada la ecuacién
Vop + 2V, =0,
se tiene a = 1,b = 0,c = 2; por lo tanto I = —8 < 0. Asi la ecuacion es eliptica.

c. Dada la ecuacién
Vo — 3Wyuy + Uy, + 2V, =0,
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se tiene a = 1,b = —3,¢ = 1; por lo tanto I = 5 > 0. Asi la ecuacién es

hiperbélica. O

La terminologia para hacer esta clasificacion es equivalente a la utilizada en geometria

para la clasificacion de las ecuaciones generales de segundo orden. Es importante notar

que esta forma de agrupar las EDP es 1til porque cada grupo esta asociado a diferentes

problemas especificos de la fisica e ingenieria.

Las Ecuaciones Parabdlicas permiten resolver problemas de propagacion, tales co-

mo conductibilidad térmica, problemas de difusion, y algunos problemas donde la
solucion depende del tiempo. Aqui la EDP esta sometida a condiciones iniciales y
de frontera, como por ejemplo el problema de una barra larga que esta totalmente

aislada excepto en sus extremos (figura 1.1).

Catente | -

Figura 1.1: Conductibilidad térmica en una barra.

Las Ecuaciones Elipticas permiten resolver problemas de equilibrio, tales como dis-

tribucion estacionaria de temperaturas, flujo de fluidos no viscosos, distribucion
de tension en soélidos en equilibrio y en general problemas donde se tenga que
determinar un potencial. Esta EDP esta definida sobre dominios cerrados que
estan sujetos a condiciones de frontera y que no dependen del tiempo, como por
ejemplo la distribucién de temperatura sobre una lamina calentada (figura 1.2(a))

o el campo eléctrico cercano al vértice de un conductor (figura 1.2(b)).

Caliente

Caliente

7 Fria
(a) Distribucién de tem- (b) Campo eléctrico cercano
peratura sobre una lami- al vértice de un conductor.

na calentada.

Figura 1.2: Problemas de equilibrio.

Las Ecuaciones Hiperbdlicas permiten resolver problemas de fenémenos oscilato-

rios, tales como vibraciones mecanicas de cuerdas, ondas de un fluido y oscila-

ciones acusticas y electromagnéticas. Una ecuacion caracteristica es la ecuacion
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de onda con segunda derivada respecto al tiempo, la cual presenta la solucién en
diferentes estados en los cuales oscila el sistema, como por ejemplo una cuerda

tensa que vibra a baja amplitud (figura 1.3).
;
Z

Figura 1.3: Cuerda tensa que vibra a baja amplitud.

1.3

Solucién de una EDP

Como en el caso de las EDO’s, la solucion de la ecuacién es una funciéon ¢ que junto

con sus derivadas satisface la ecuacion planteada; en el caso de las EDP es analogo.

Definicién 1.3.1. Una solucién de una EDP de la forma (1.1) en una region D del
espacio de variacion de las variables independiente es una funcion W € 0™ (D) (conjun-
to de las funciones continuas en D conjuntamente con sus derivadas de orden m), tal

que al sustituir U y sus derivadas en (1.1) se satisface la ecuacion en todos los puntos
de D.
Ejemplo 1.3.1. La funciéon

2

U(r,y) = % + 2y + o(y)

es una solucion de la EDP W, = x + y. Se puede ver que la derivada respecto de x de

do(y)

la funcion es ¥, =z 4+ y + “dr pero esta ultima derivada es 0 porque la funcién no
x

depende de x. Asi se satisface la igualdad.

Ejemplo 1.3.2. Dada la EDP
(y — )V, +2yV, = 3z —y + 2V,

comprobar que la solucién es la funcién ¥(z,y) = —z — y. Para ello se calculan las
derivadas parciales por separado ¥V, = —1y ¥, = —1 y se resuelven ambos lados de

la igualdad

(y —2)(=1) +2y(=1) = =3y + 2

3r—y+2(—x—y)=x—3y
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al ver que los resultados son iguales se confirma que la funcién ¥(x,y) = —x — y es

solucién de la ecuacion diferencial en derivadas parciales dada.

Ejemplo 1.3.3. La funcién ¥(z,y) = e” cos(y) es una soluciéon de la EDP
Yoy + ¥y, = 0.
Para comprobar primero buscamos las derivadas parciales

U, =e"cosy, W, =e"(—seny),

U, =e"cosy, VU, =e”(—cosy)
y luego al sustituir en la EDP se tiene
U,p + Uy =€ cosy + € (—cosy) =0

por lo tanto, se satisface la ecuacion.

1.4

Condicién inicial de Cauchy

Consideremos la ecuacion lineal de primer orden con coeficientes constantes y no ho-

mogénea de la forma
a(z,y) Vs + bz, y) ¥y = c(z,y), (1.4)

con una condicion inicial sobre una curva €2 que esta en el plano XY

Definimos la condicion inicial de Cauchy, a la restricciéon W sobre 2. Veremos esta

condicion inicial como una curva parametrizada
r=2x0(s), y =yo(s), ¥ = Wo(s), s € [s1, $9] . (1.5)

La ecuaciéon (1.4) también se escribe

ov ov
(a, b, C) . (%, a—y,—l) =0.

Se debe recordar que para una superficie dada por z = W(x,y), el vector

ov v
ox’ oy’
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es una normal a la superficie. Asi podemos decir que el vector (a, b, ¢) esta en el plano
tangente a una superficie solucion en cada punto. Por lo tanto, se puede construir una

curva contenida en la superficie solucién al resolver el sistema

X = a0, 9(0).
Y~ bl o)), (1.6
d _

= c(a(t)y(t).

Si ademds asumimos que en t = 0 se tenga = 2(s), y = yo(s), ¥ = Wy(s); la curva
también pasard por la curva inicial (1.5). Las curvas solucién se llaman caracteristicas
de la ecuacion no homogénea. Al variar el pardmetro s la familia de caracteristicas

forma la superficie solucién bajo ciertas condiciones para a,b y c.

Si por ejemplo que a, b, ¢ son Lipschitz continuas, el teorema de Cauchy-Picard implica

que las ecuaciones (1.6) tienen solucién tnica local. Se concluye que se puede escribir
r=ux(s,t), y =y(s,t), ¥ =U(s,t) (1.7)

y ademas

x(s,0) = zo(s), y(s,0) = yo(s), U(s,0) = Yy(s).

Debemos recordar que (1.7) nos da la representacion paramétrica de una superficie, en

particular de la superficie solucién localmente.

Ejemplo 1.4.1. Resuelva el problema

ov + o _ T+
dr Oy v (1.8)
U(z,0) = 22

Por lo tanto, al resolver el sistema (1.6) para este caso, se plantea

dx

-~ =1
dt ’
dy

7 1
dt

av N
aw Y

y la condicién inicial z(s,0) = s, y(s,0) = 0, ¥(s,0) = s2.
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Al integrar obtenemos

r=t+c(s),
y=t+cas),

y al hacer uso de la condiciéon inicial ¢ = 0 se tiene

T =1+ s,

y =t.
De esta forma
dU

— =t+s+t=2t+s
7 + s+ +

y al integrar se tiene
U(s,t) =t* + st + c3(s)

y usando la condicién inicial ¥(s,0) = s? tendremos que la solucién es
(s, t) = t* + st + s°.
Al escribir ¥ en funciéon de z, y se tiene que

(s, t) =t* 4 st + s°
=%+ 5(t + 5)
=y’ +(z -y
=2 —zy+y°

La cual se puede comprobar que es una solucién de la ecuacion diferencial parcial (1.8)

con las condiciones iniciales dadas.

1.5

La Ecuacion del Oscilador Armodnico

Previamente se plantea la forma de las soluciones de un caso particular de la ecuacién

lineal de segundo orden no homogénea a coeficientes constantes
ay” +2by' +cy = f(x) (1.9)

en donde a, b, ¢ son constantes conocidas y f(x) es una funcién también conocida.

Se expone el caso donde no hay fuerza de amortiguacién (por ejemplo, cuando b = 0),
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ni fuerza externa (por ejemplo, f(x) = 0 para todo x). En particular, se analiza una

ecuacion que surge en muchas aplicaciones de la ingenieria como es
y' +ey=0 (1.10)

en donde ¢ es un pardmetro (constante) indeterminado. Esta ecuaciéon se conoce tra-
dicionalmente como La Ecuacion del Oscilador Armonico. Ella es aplicable a muchos
sistemas fisicos, en particular al que describe el movimiento de una masa (sin fuerzas

externas) en un resorte sin amortiguamiento.

La ecuacién (1.10) tiene coeficientes constantes, y su ecuacion caracteristica viene dada
por 72 = —c , siendo sus raices r = 4++/—c; se toma, por conveniencia, el cambio de

variable —¢ = A, asi las raices serdn r = +, y la ecuacion (1.10) se transforma en

' =\y (1.11)

Ahora se muestra un andlisis de todos los casos posibles del parametro .

1. Sea A > 0, entonces una soluciéon general es

F(z) = a;e¥™ + aze ™V

Sin embargo, para convenientes valores de las constantes a; = ay = %, se puede

conseguir una solucién particular

Fi(x) = M — cosh V/\z,
y si se elige a; = —ay = % , la solucién particular es
eVAz _ o—Vz
Fy(z) = = senh v/ \z.
De esta manera
F(z) = e Fy(z) + caFy(z) = ¢y cosh vV Az + 5 senh VA (1.12)

es igualmente una solucion general aceptable. La ventaja de esta ultima es que
la ejecuciéon de las condiciones iniciales en © = 0 es completamente transparente

con esta notacion.

Ejemplo 1.5.1. Consideremos la solucion de la forma (1.12) y las condiciones
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iniciales

F(0)=by y F'(0) =b, (1.13)

Claramente la soluciéon bajo estas condiciones toma la forma

F(z) = by cosh vV Az + (%) senh v/ \z

Generalizando algo mas, la escogencia de

o—VAzo eVzo
ay = 9 y @G2= 9
conduce a la solucion particular
VA(z—0) —VA(z—0)
Fi(x) = ¢ te = cosh VX (z — zp)

2

y tomando el mismo valor para a; y el signo opuesto para as, resulta
Fy(z) = senh VA (z — 20) ;
y combinando ambas soluciones se tiene

F(z) = by cosh VX (x — x0) + (%) senh v\ (z — )

la cual satisface las condiciones iniciales (1.13)en cualquier punto .

. Sea A =0 en (1.11), entonces una solucién general tiene la forma simple

F(z)=c + cx (1.14)

. Sea A < 0 en (1.11), entonces e¥** = ¢V=2 v por lo tanto la solucién toma la

forma

F(x) = ¢1 cosV—=A\x + casenV — Az (1.15)

la cual bajo las condiciones iniciales (1.13) del ejemplo 1.5.1 y para cualquier

punto zg, es

F(z) = by cos V=X (x — x0) + (\/g) sen v =\ (z — )

De esta manera, utilizando las ecuaciones (1.12), (1.14) y (1.15), la solucién general de
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la ecuacion del oscilador arménico (1.11) en cualquier punto xg, puede ser expresada

por
¢1 cosh VA + ¢ senh VvV z siA>0
F(z) ={ ¢+ e siA=0 (1.16)
c1cosV —Axr +cgsenv—Ar  siA<O0
1.6

Serie de Fourier

En la practica todos los sistemas fisicos, cuando son manejados por una oscilacién
sinusoidal, usualmente responderan por oscilar a la misma frecuencia que la fuerza que
los maneja. Esto conduce al problema matematico de expresar una funciéon en forma de
una serie trigonométrica. Para ello se utiliza, en una forma muy sencilla, las series de

Fourier, las cuales tratan de expandir funciones periddicas en series trigonométricas.

En primer lugar, se dice que una funciéon es periddica con periodo T si

flx+T)= f(x)

para todo x en el dominio de la funcién; y al minimo valor de T" se le conoce como el

periodo.

Sea f una funcion periédica (ver figura 1.4) de una variable = definida sobre el intervalo

[—T,T1], la cual se expresa como suma de senos y cosenos de la siguiente forma

= 50 -+ i [an cos( ) + b,, sen <n;x)] (1-17)

n=1

2T 2T

o0

Figura 1.4: Funcion periddica f(x) = —|— Z [an cos (n;x> + by sen (n;xﬂ

Para hallar los valores de las constantes, simplemente se realizan ciertas operaciones
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matematicas (ver ***) y se obtiene
1 [T
:T/ f(x)cos <nTLx> dr, n=0,1,2,... (1.18)
-
1 [T
:f/ f(x)sen (%) dr, n=0,1,2,... (1.19)
-

La ecuacién (1.17) es conocida como la serie de Fourier de la funcién f en un intervalo
[—T,T], en donde es seccionalmente continua o continua por segmentos (es decir, con-
tinua en todo el intervalo excepto un nimero finito de puntos); y las ecuaciones (1.18)

y (1.19) muestran la féormula para hallar los valores de las constantes.

Ejemplo 1.6.1. Sea la funcién f definida en [—7, 7] por

flz) = 1 si —7<2<0 (1.20)

r si0<z<m

Claramente se ve que ella es continua en los intervalos [—m,0) y (0,7]; y que no es
continua en x = 0, es decir, es seccionalmente continua en [—m, 7|. Asi los coeficientes
de Fourier de f, aplicando las formulas (1.18) y (1.19), son

/f +2,

an = f( ) cosnz dx = (_173;:2_ 1,
:% /_7; f(z)sennxdr = —L <7T7T_nl>(_1)n;

paran =1,2,....

Por lo tanto, la serie de Fourier asociada con la funcién (1.20) es

f(z) :2 7 + Z ((_1)# cosnT — Lt (= D= sennm)

4 mn? ™

4 T

24m 2 +1 5 +1 5+
COST + — €oS 3T + — CcOSdT + - - -
9 25

T™—2 1 T
+ Sen:c—isenzc—l—

1
sen 3x — —sen4x+-~-)
T T 4

]

Un caso particular se presenta cuando la funcién periddica tiene cierto tipo de simetria y
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permite hablar de funciones pares o impares. Este caso es frecuente al utilizar separacién
de variables para resolver la ecuacién diferencial parcial, y entonces se tiene la necesidad
de representar una funcién en una serie trigonométrica que sea solo de senos o cosenos,
donde por la naturaleza de las funciones seno y coseno, las series corresponderan a

funciones impares y pares respectivamente.

Asi, dada f seccionalmente continua en [0, 77, la serie de Fourier de cosenos para f(x)
en [0,77] es

= 50 + i [an oS (mmﬂ (1.21)

n=1

donde ,
2
ay, = T/o f(z) cos (%) de, n=1,2,... (1.22)

La serie de Fourier de senos para f(z) en [0,7] es

[bn sen (%)] (1.23)

WE

fz) =

n=1

donde
/ flx sen )dx n=1,2. (1.24)

Ejemplo 1.6.2. Hallar la expansion en serie de Fourier de senos y cosenos, en el
intervalo [0, 7], para la funciéon f(x) = z(7m — z), la cual es claramente continua en

dicho intervalo.

Los correspondientes coeficientes son

2 [T 1
ag :—/ z(r —x)de = =7
0 3

T
2 [T 2

an :—/ z(m —x)cosnrdr = — ((=1)" +1)
T Jo n
2 [T n

by, :—/ z(m —a)sennzdr = — (1 —(-1)")
7 Jo ™m

y asi se obtienen las correspondientes series de Fourier

flx)=x(r—2)=— —2 Z L+ COS NI (1.25)

[e.e]

1— (—
Z sennx (1.26)

f(z) =x(m — x)

>l|»4>
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con 0 <z <.

1.7

Calculo de variaciones

Una aplicacién clasica del calculo basico es el problema variacional: encontrar el minimo
de una funciéon f. En muchas situaciones el minimo es alcanzado en el punto donde
la derivada es igual a 0 (f'(x) = 0), aunque existan las excepciones a esta regla. En
general, en los problemas practicos de ingenieria comtinmente se conoce a priori que la
funcién f tiene la forma que le permite alcanzar el minimo donde la derivada se anula,
es decir, técnicamente hablando es una funcién suave, asi el criterio de la derivada es

suficiente.

El calculo de variaciones es la extension de esta nocion a una clase superior de funciones.

Como, por ejemplo, se considera la longitud del arco de una curva y(x),

s = [ ar v aar= [\

cuando z € [0,1].

Si y es la pardbola y(z) = 2% su longitud de arco en el intervalo [0, 1] es

s (yla)) = / VIt @) da

y si y es la funcién sinusoidal y(z) = senx su longitud de arco en el intervalo [0, 1] es

s(y(x)) :/0 V1+ cos?zdz

Note que la variable para el evaluador longitud de arco no es un simple valor x; es una
funcion completa y(x), asi se establece que la longitud de arco es una funcion de una

funcion.

De esta manera se dice que un funcional es una funciéon de funcion, algunos ejemplos

Son:

b
a) La norma de y(x): / ly ()| dz .

b
/ y(z)dz
b) El valor medio de y(x): abT .
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¢) El m-ésimo momento de una funcién de densidad probabilistica:

/ab ™y (z) dx .

d) La energfa almacenada en un campo potencial eléctrico:

///U|V\I/(x,y, 2)dv.

Todos estos funcionales son expresables como integrales y ellos incluyen la funcién y(z),
sus derivadas y la variable x. Asi se puede dar una forma general de los funcionales

Fly(z)] = / ¥ [y(@), o/ (2), 2] dz (1.27)

o0, para orden superior

FU(x,y,2)] = ///X[\I/,V‘Il,x,y,z] dx dy dz . (1.28)

El integrando x[-| es cominmente llamado El Lagrangiano.

El objetivo principal del Calculo de Variaciones es encontrar, dentro de una clase de

funciones y(x) (o w(zx,y, z)), aquella que minimice el funcional Fly(z)] (o Flw(x,y, 2)]).

Ejemplo 1.7.1. Encontrar la curva més corta (es decir, la geodésica) y(x) que conecta
los puntos (0,4(0)) v (1,y(1)) (ver figura 1.5).

y(1)

y(0)="

X

Figura 1.5: Curva mas corta y(x) que conecta los puntos (0,y(0)) vy (1,y(1)).

La idea es introducir una nueva curva que reducira el trabajo a minimizar una funciéon
de una sola variable y asi aplicar el criterio de la primera derivada. Sea y(x) la actual

geodésica (se ignora que la solucién es una linea recta) y se considera el efecto de
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perturbarla mediante una funcién suficiente pequena eo(x); formando una nueva curva
y(x) +eo(x), donde o(x) puede ser cualquier funcién diferenciable y € es un factor de

escala (como se verd claramente mas adelante). El funcional sera

:/01\/1+y’(x)2d:v

donde el Lagrangiano es la longitud de arco. Para la curva perturbada se tiene

Fly(z) + eoa /\/1 2) + 20/(2)] da (1.29)

Para una arbitraria o(x), la formula (1.29) muestra una funciéon bien definida sobre el
escalar € donde f(e) es igual a la longitud de arco de la curva y(x)+co(x). Esta funcién
f(e) tiene la importante propiedad de que toma su minimo cuando f(g) = 0, porque
la curva y(z) fue escogida como la de longitud més corta. De esta forma, mediante las

reglas simples del calculo se cumple:

d

—f( )= = Fly(x)+eo(x))]=0 cuando e=0 (1.30)

Tomando (1.30) como nuestra guia, se estudia el funcional (1.29) y su derivada sera

e = [ 5 (4@ e @) "2 @) + @l @) da

1

L0 = [ 0+y6@P) @) o) ds (131)

Por razones que se veran méas adelante, se expresa (1.31) en términos de o(z) no

diferenciado. Asi aplicando integracién por partes:
d ! 1
LH0 = [ (@) i) foo) do

= [[a+y @2 y'(x)} o(x)

(1.32)

Ahora como se esta buscando la curva mas corta entre dos puntos terminales especificos
(0,9(0)) v (1,y(1)), solo interesa las curvas y(z) + co(z) que pasan a través de los

mismos puntos finales. Por lo tanto, se minimiza (1.29) sobre perturbaciones o que se
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anulan en los puntos ¢(0) =0y o(1) = 0.

De esta manera la condicién (1.30) es reducida por medio de (1.32) a
1 d 1
/ L+ v@?) @) o) de =0 (1.33)
o dx

Seguin esta ecuacion, la integral es cero al multiplicar una funcién arbitraria por la

funcion p
1
(14 y @)y ()] (1.34)
dz
pero la tnica forma de que esto pueda suceder es si la ecuacion (1.34) ella misma es
cero
d 2 -5
= [(1+y'(:c) ) 2y(x)] —0 (1.35)

Observacion 1.7.1. La logica que conduce a la ecuacién (1.35) es algunas veces identi-

ficada como El Lema Fundamental del Cdlculo de Variaciones.

Desarrollando la ecuacién (1.35) encontramos que

= y'(z) =0 (1.36)

De esta forma, las unicas funciones que satisfacen (1.36) son de la forma y = maz + b,
es decir, lineas rectas. Asi se llega a la siempre conocida conclusién de que el camino

mas corto entre dos puntos es una linea recta.

La derivaciéon en este ejemplo facilmente se generaliza a el caso de un funcional arbi-
trario de la forma (1.27). Una vez mas y(z) es la funcién a minimizar, y considerando

el hecho de perturbar y(x) por eo(x) conduce a la funcién
b
£6) = Flyla) + o)) = [ xlulo) + (o). (@) + 0'(2).a] d

Ahora bajo la condicién de que f/'(¢) = 0 cuando £ =0

dx

e=0

b
£O) = [ Sxlyla) + o)./ (@) + <o'(a).

— /a (%X [y(x), y/(l'), $] U(-%) + %X [y(x), y'(x), l’] J/(l’)) dl’
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e integrando por partes el segundo miembro de la integral se tiene:

70 = [ (Bl @)alo) - 4 (2l @] oto) )

n % y(2), ¥/ (2), 2] o(a)

r=a

La mayoria de las aplicaciones del calculo de variaciones son similares al problema de
la distancia més corta, en el cual se busca el minimo de F[z] sobre todas las funciones
que toman valores especificos de frontera y(a) y y(b). Para esas aplicaciones el ultimo
término en la ecuacién (1.37) es cero (ya que o(a) = o(b) = 0). Entonces la condicién

f(0) =0, depende de la expresién

Sy al = 4 (o)) (139

cuando es multiplicada por cualquier funcién arbitraria o(z), hace que el valor de
la integral desde [a,b] de ese producto de funciones sea igual a cero. Por el Lema
Fundamental se sigue que la funcién (1.38) es igual a cero. Esa condicién para un
minimo de un funcional se conoce como La ecuacion de Euler—Lagrange, y cominmente

se escribe como

— X = (1.39)

La ecuacién (1.39) es la generalizacion de la ecuacién (1.35) para la clase de funcionales
de la forma (1.27).

Observacion 1.7.2.

1. Como una regla, la ecuacién de Euler-Lagrange (1.39) cuando se expande es una
ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden para y(z) (por ejemplo, vea la

ecuacion (1.36)).

2. Si los valores dados de y(a) y y(b) se combinan con la ecuacién (1.39), se tiene

un problema de valor de frontera bien definido para la funcion y(z).

La condicién Euler-Lagrange para un funcional es igual a la condicién de pendiente
cero para una funcién de una variable. Como tal, esta no es una condiciéon ni necesaria
ni suficiente para un minimo. En los siguientes ejemplos es bastante claro por la forma
del funcional que existe un minimo, y asi la ecuaciéon Euler—Lagrange sera valida. En
general, sin embargo, es mas preciso decir que la condicién (1.39) vuelve estacionario
el funcional (andlogo al minimo local, méximo local o punto de inflexién en el calculo

bésico).
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Ejemplo 1.7.2. La funcién y(z) que minimiza el funcional

1
Pl = [ (v(a) +y/ @) da
0
y satisface las condiciones y(0) =0 y y(1) = 1, debe resolver la ecuacién diferencial
d 0 2 0 12
O:__<2 /)__(2 >:2//_2
dwoy VT gy W'ty y' =2y
o equivalentemente y” = y. Por lo tanto
y(x) = csinhx 4+ d cosh

seria la solucién general, pero para las condiciones de borde dadas sera

1 :
y(x) = (Sinh 1) sinh x.

Ahora la deduccién de la condicion de Euler-Lagrange para la minimizaciéon de fun-
cionales de orden superior (1.28) es parecida a lo anterior, pero requiere un pequeno
conocimiento de Analisis Vectorial para su implementacién. Dejamos al interés del

lector dicha deduccién (ver Davis y Snider [12]), asi la forma de dicha condicion es

90, 000, 0 o
0z oV, 0oyov, 020V, OV N

0 (1.40)

donde {¥,, ¥, ¥,} son las componentes de xy.

Ejemplo 1.7.3. La integral de Dirichlet es el funcional definido por

F[\If]:///D\V\If|2dV:///D (0,2 + 0,2 +0.%)dV (1.41)

donde D es alguna regién del espacio. Si se busca la funcién y(z,y, z) que minimice
Fy] sobre todos los funcionales que toman especificos valores sobre la frontera D, tal
funcién debe satisfacer la ecuacién obtenida aplicando (1.40) al Lagrangiano
=V, 4+ T, + . en (1.41)

0 0 0

0=—2U, +—2U, + —2U, — (0) =2 (V,, + U U,,) =2V2U
827 +ay y+82 () ( + yy+ ) v

VAU =0 (1.42)

la cual se conoce como La ecuacion de Laplace.
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Como se vera en los préximos capitulos la ecuacion (1.42) es una de las méas importantes
en matematica aplicada, y el hecho que pueda ser caracterizada por un principio varia-
cional muestra ser de mucho valor en la obtencién de aproximaciones de sus soluciones
(Strang [37]).

1.8

Ejercicios

Ejercicio 1.8.1. Considere la ecuacién
y' +y=0 (1.43)

a) Muestre que la forma y = Acos(x + @) para A y ¢ constantes, es una solucién
general, es decir, resuelve la ecuacion inicial y sus constantes pueden ser escogidas

para satisfacer las condiciones iniciales del tipo

y(a) = bo,y'(a) = by.

b) ;Cudles son las férmulas para A y ¢ en términos de a, by y by?
c¢) Si la solucién y fuese reescrita como

y(z) = crcosz + cysenx (1.44)

Halle las expresiones para las constantes ¢; en términos de A, ¢ y a.

Ejercicio 1.8.2. Como toda solucién de la ecuacién (1.43) puede ser escrita en la

forma (1.44) donde las ¢; ; son constantes arbitrarias. Demuestre que:

a) Hay una tnica solucién de (1.43) que cumple las condiciones de borde

y(0) =2,y (5) =0

b) No hay una solucién de (1.43) que cumple las condiciones de borde
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¢) Hay infinitas soluciones de (1.43) que cumple las condiciones de borde

Ejercicio 1.8.3. Determinar la serie de Fourier de la funcién f(x) = ¢” en el intervalo

[—m, 7]
Ejercicio 1.8.4. Muestre que
b - 27N - 2mTm
/ e't—a’e  b—ady = ()
a
para n y m enteros con m # n; ademas utilizando este hecho desarrolle la forma

exponencial de la serie de Fourier.

Ejercicio 1.8.5. Calcular la expansién en serie de Fourier de senos para la funcion
f(z) = cosz en [0,27], y haga un grafico del comportamiento de la serie en los puntos

extremos 0 y 2.

Ejercicio 1.8.6. Calcular la expansion en serie de Fourier de cosenos para la funcion
f(x) =senx en [0, 7], y haga un grafico del comportamiento de la serie en los puntos

extremos 0 y .

Ejercicio 1.8.7. Calcular la expansion en serie de Fourier de senos para la funciéon
f(z) = e” en [0,7], y haga un grafico del comportamiento de la serie en los puntos

extremos 0 y 7.

Ejercicio 1.8.8. Calcular la ecuacién de Euler-Lagrange para los siguientes funciona-

les:

(a) /ab —“1—:5/(@2 dx (c) /01 (y/2 — y2) dx

(b) /01 (1—2?) y*(z) da (d) /ab (?/2 +y? - yy’) dx
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Las EDP de Onda, del Calor y de Laplace

2.1

La Ecuacion de Onda en una dimension

El modelo fisico mas simple del fenémeno de propagacion de una onda es el movimiento
de la vibracién de una cuerda extendida. Suponiendo que la longitud de la cuerda es
L y que, cuando la cuerda esta en equilibrio, ocupa la porcién del eje X desde z = 0
hasta x = L (ver figura 2.1). Se asume que la cuerda vibra en un plano, el plano (X, ¥),
y que ¥ mide el desplazamiento vertical de la cuerda desde su posiciéon de equilibrio.
Puesto que la situacion es dindmica, debe notarse que la funcion ¥ = ¥(x,t) no solo

depende de la posiciéon ‘z’ sino también del tiempo ‘t.

v

U(z,t)

L

Figura 2.1: Movimiento de la vibracién de una cuerda extendida.

Un diagrama de una pequena parte de la cuerda entre los puntos x y x+ Az se muestra
en la figura 2.2. Para pequenos movimientos de una cuerda totalmente flexible, la
tension T' en la cuerda serd constante a lo largo de su longitud. Si la densidad de la
cuerda es p (masa por unidad de longitud de la cuerda), entonces la masa del segmento
de la cuerda mostrado en la figura 2.2 es aproximadamente pAx; ya que la simple

suposicion de que el desplazamiento de la cuerda es ligero y por lo tanto se puede

23
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ov

despreciar los términos de orden 2 o mayores en W y —. Asi la componente vertical
x
de la fuerza que actia sobre el segmento de la cuerda mostrado en la figura 2.2 es igual

a la masa por la aceleracion.

\I;+A\I} .............................................................................. :

X

z :c—i—Ax

Figura 2.2: Tension T para pequenos movimientos de una cuerda totalmente flexible.

La aceleracién en la direccién vertical es la segunda derivada del desplazamiento ¥ con
2

respecto del tiempo; la cual se convierte en este contexto en la derivada parcial ETER
ya que se sitia en un sector particular de la cuerda, y por lo cual hay un valor fijo de

x.

La fuerza dominante sobre esa porciéon es debido a la tension 7" en la cuerda. Se asume
que esa tension es uniforme, asi la contribucién de T' desde cada extremo de la cuerda
se cancela, a menos que haya cierta curvatura en la cuerda (ver figura 2.2). En efecto
el vector de tension T esta direccionado a lo largo de la tangente unitaria a el contorno

de la cuerda, y cuya componente vertical viene dada por

ov
7%
Ty(z,t) = Ox — ~ T(‘;_\I/
o v
1+ (5

La fuerza neta de tension vertical sobre la particula es entonces

Ty(z + Az, t) — T t)~Ta2—\IjA
t\ T €, t\Z,1) = 22 xT.

Ahora por la segunda ley de Newton de la fisica se tiene

52 520
T2 % Ar e oAz 2
o2 = T PR

y al dividir por pAx y hacer que Az — 0 se obtiene La ecuacion de la onda en una
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dimension
v T 9?0 , 02U (2.1)
- —— = UV — .
otz p 0x? Ox?
T . L
donde la constante v = 4/ — es la velocidad de propagacion de la onda en la cuerda y

p es la densidad de la cuerda.

La ecuacion (2.1) tiene muchas soluciones, pero antes de entrar en detalle sobre las

condiciones que debe satisfacer una solucion particular, se presenta una forma especial

de la solucion donde resalta alguna de las propiedades importantes de esta ecuacion.

Sea f(x) cualquier funcién dos veces diferenciable, y considere

U(z,t) = f(x —vt).

Utilizando la regla de la cadena, las derivadas de W son:

ov_o
ot ot
8_\1!

ox

ov_ o
o2 ot2
v _ o
ox2  Ox2

(x —ovt) = f/(x —vt)(—v)

) ,
= = f(o—vt) = f'l—vn)(1)

(2.2)

(2 — vt)(=v) = f'(z — vt)v?

(z —vt) = f"(x — vt)

Luego se cumple la ecuacién (2.1), es decir, f(z — vt) satisface la ecuacién de onda

cualquiera sea la forma de f. Si se bosqueja el gréfico de cualquier f(z) y se forma la

familia f(z — vt), se obtiene la solucién de la ecuacién de onda.

flz=1)

3 22 a1 o ] 2 3

(a) Gréfico de f(x).

1
1
1
1
1
1
I
1
1
1
1
;
1

(b) Gréfico de f(z —1).

Figura 2.3: Grafico de f(x)y f(z —1).



26 LAs EDP DE ONDA, DEL CALOR Y DE LAPLACE

En la figura 2.3(a) se representa un tipico grafico de f(x); y se observa que para obtener
el grafico de f(x — 1) (ver figura 2.3(b)), el valor méximo 3 que fue representado para
r = 0 en la figura 2.3(a) ahora se desplaza a x = 1 en la figura 2.3(b), es decir,
simplemente el grafico de f(z) esta trasladado una unidad a la derecha. Similarmente
la grafica de f(z — vt) se obtiene de la gréfica de f(z) trasladdndola (vt) unidades a la
derecha (ver figura 2.4).

v 2v 3v

Figura 2.4: f(x) trasladada (vt) unidades a la derecha.

Ahora se conoce como obtener soluciones de la ecuacion de la onda, solo se debe tomar
una curva cualquiera f(z) y se desplaza su grafico a la derecha a la velocidad v. Este es
el significado intuitivo para la ecuacién de la onda. También se puede ver que f(z + vt)
satisface la ecuacion (2.1), por lo tanto representa una propagacién de la onda hacia la
izquierda a una velocidad v; y puesto que la ecuacion (2.1) es lineal, una forma general

de la solucién es
U(x,t) = f(z —vt) + gz + vt), (2.3)

para [ y g arbitrarias.

A pesar de la simplicidad de la ecuacién (2.3) para representar las soluciones de la ecua-
cion de onda, condiciones adicionales son necesarias para poder determinar la solucién
particular que describe la verdadera vibracion de la cuerda. Dado que la ecuacion (2.1)
representa un enunciado de la sequnda ley de Newton, se tiene que especificar, bajo los
principios que rigen la Mecanica, la posicion inicial y la velocidad de cada una de las

particulas de la cuerda para determinar el movimiento de la misma. Estos valores se

ov
representan por W(x,0) y 5 o t=0.

Asi, las condiciones iniciales para la ecuaciéon de onda son

U(z,0)=U(x) y %—f(m,O) =V (x). (2.4)

Ejemplo 2.1.1. Se utiliza la forma (2.3) para determinar la solucién de la ecuacion
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de onda (2.1) bajo las condiciones iniciales

v
U(z,0)=e" vy %—t(:r,()) = sen z. (2.5)

Al hacer cumplir las condiciones en (2.5) usando la forma (2.3) para W, se tiene antes

que nada que determinar las funciones f y g tales que

U(x,0) = f(x —0t) + g(z + 0t)
~ f() + 9(a) (2:6)

= e

P (2,0) = £/(w = 0v) (=0) + g (& + O}

ot
= —vf'(x) +vg'(x)

= senx

(2.7)

Utilizando la tltima parte de las ecuaciones (2.6) y (2.7) se pueden encontrar las
funciones f y g. Si la derivada de la ecuacién (2.6) se multiplica por v y se suma (2.7)
resulta

2u¢'(x) = —ve™ + senx
luego al aplicar la integral indefinida se obtiene

e’ CcoS &

— C
2 2’U+

g(r) =

sustituyendo este resultado en la ecuacion(2.6) se tiene

f(x):;_'_cosm_c

2 2v

y asi la forma (2.3) de la solucion serd

e~ (@) cos(x —vt) e @D cos(z + vt)

U(z,t) = 2.8
(%) 2 * 20 * 2 20 (2:8)
(la constante de integracién C' evidentemente desaparece). ]
La generalizacion de (2.3) para cualquier condicién inicial viene dada por
Ulx—vt)+U t I R
Wl t) = (z — vt) ;r (z + vt) n 2_/ V(r)dr (2.9)
U Ja—ot

la cual resuelve completamente el problema de valor inicial para la ecuacién de onda;

ya que si se calcula la derivada de la ecuacion (2.9), aplicando el Teorema Fundamental
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del Cdlculo, y se evalia en t = 0, esa derivada y la ecuacién (2.9), se obtienen

U(x,0) = Yle) + Ulz) + ! /9” V(r)dr

2 2u
=U(z)
y
ov  =oU'(z)+oU'(z) 1 ([ d /0
g (x,0) = 5 + 20 \ dt|,_, w—vtV(T) dr
1 d vt
+ % (% » /0 V(7) d7'>

_ —oU'(z) +oU'(x) 1
= 5 + 70 WV (x) + vV (z)]

=V(z).

Hay una simple interpretacién fisica para la ecuacién (2.9), la cual se entiende mejor
si consideran dos casos por separado, primero V(x) = 0y luego U(z) = 0. Estos casos

podrian también combinarse para dar una solucion.

Cuando V(z) = 0 el movimiento de la onda viene dado por

U(x,t) == [U(x —vt) + U(z + vt)] (2.10)

N | —

Esto muestra que la mitad de la perturbacién inicial se mueve en la direccién positiva

y la otra mitad en la direccién negativa. Esta situacién se muestra en la figura 2.5.

(a) Posicién inicial. (b) Desplazamiento unos segundos des-
pués, mientras los desplazamientos late-
rales aun estan sobrepuestos.

e 3

(c) Situacién un tiempo més tarde, cuando los des-
plazamientos estan completamente separados y mo-
viéndose en direcciones opuestas una de la otra.

Figura 2.5: Desplazamientos.

La figura 2.5 muestra, en la parte 2.5(a) la posicion inicial, en la parte 2.5(b) el des-
plazamiento unos segundos después, mientras los desplazamientos laterales aiin estan

sobrepuestos, y en la parte 2.5(c) la situaciéon un tiempo més tarde, cuando los despla-
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zamientos estan completamente separados y moviéndose en direcciones opuestas una de
la otra. En este caso la cuerda tiene un desplazamiento inicial y parte de una posicion

de equilibrio.

Ahora el caso en el cual no hay desplazamiento inicial, pero si hay un impulso que
representa cierta velocidad V(x). La solucion en este caso (U(z) = 0), que deberia ser

anadida a la primera solucion, es

U(a,t) = 2i (/OW V(r)dr — /Om_vtvm dr ) (2.11)

(%

la cual podria representarse como

U(x,t) = = [V (x4 vt) + Uy (z — vt)]

DN | —

Esta solucién nuevamente tiene dos partes, las cuales representan perturbaciones que
se mueven en sentido contrario y ademds tienen signos opuestos. Si V(z) > 0, la
perturbacion moviéndose a la izquierda es positiva, mientras la que se mueve a la

derecha es negativa.

En t = 0, por supuesto, ellas se cancelan. En la figura 2.6 se ve claramente la repre-
sentacion de este movimiento. En la parte 2.6(a) se muestra el caso ¢t = 0 y ademés
estan representadas las funciones ¥y y —Wy, en la parte 2.6(b) las perturbaciones se
han movido un poco, una con respecto a la otra, y en 2.6(c) ellas se han movido una

distancia mayor.

(a) t=0. (b) Las perturbaciones se han
movido un poco, una con respec-
to a la otra.

(¢) Las perturbaciones se han (d) Las perturbaciones se han
movido una distancia mayor. movido una distancia mayor.

Figura 2.6: Desplazamiento de las perturbaciones.

Ejemplo 2.1.2. Considere la solucién general (2.9), con velocidad v =1y V(x) = 0.
Si

cosmr si x| <

Ulz) =

N— M=

0 si x| >
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es la funcion pulso coseno, entonces la solucion
1 1
U(z,t) = 5 cos m(x +1t) + 5 cos m(x —t)

esta formada por dos funciones pulso coseno, cada una teniendo su amplitud la mitad

de la del pulso inicial, una moviéndose a la izquierda y la otra a la derecha.

Para t = 0 la solucién sera
U(z,0) =cosmz, v € (—1/2,1/2),
y para t = 1 la solucion sera
1 1
U(x, 1) = 5 cosm(x + 1)+ 5 cos m(r—1),

donde para el primer coseno = € (—3/2,—1/2) y para el segundo = € (1/2,3/2), es
decir, se han movido cada una en direcciones opuestas. En la figura 2.7 se muestra

dicho desplazamiento para varios valores de t.

U(x) U(z)
=0 S =12

U(x) U(x)
S =1 t=2

Figura 2.7: Desplazamientos para varios valores de ¢.

O

En muchas aplicaciones a modelos reales la cuerda no es infinitamente larga Esto es,
la cuerda debe tener un inicio y un fin (ver figura 2.1). Asi, se tiene que resolver el
problema de la ecuacién de onda en un intervalo finito,

0*v , 0%

W:U @, O<zx<L (212)

con las condiciones iniciales dadas sobre ese intervalo,

U(z,0)=U(x) vy %—‘f(:ﬂ,()) =V(z), 0<zx<L (2.13)
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y condiciones de borde que digan que especificaciones tiene la cuerda en sus extremos.
Las Condiciones de Borde se clasifican en tres casos:

Condicion de Borde de Dirichlet. Si el extremo izquierdo de la cuerda estd ama-
rrado a un peso fijo, la llamaremos Condicion de Borde de Dirichlet (ver figura
2.8(a)):

v(0,t) = K, (2.14)

Condicion de Borde de Neumann. Si el extremo izquierdo de la cuerda esta fijo
de tal forma que su pendiente en x = 0 se mantiene en un valor especifico, la
llamaremos Condicién de Borde de Neumann (ver figura 2.8(b)):

ov

M 0.0) = K, (2.15)

Condicion de Borde de Robin. Si en los extremos de la cuerda se tiene una com-
binaciéon lineal del desplazamiento y la pendiente se mantiene constante, la lla-

maremos Condicion de Borde de Robin:

al(0,t) + 8 aa—‘f(o, t) = K, (2.16)

Por ejemplo, si la cuerda estd atada a un alambre eldstico (ver figura 2.8(c)) se tiene

una condicién similar a (2.16).

(a) Dirichlet (b) Neumann (¢) Robin

Figura 2.8: Condiciones de borde para la cuerda.

2.2

La Ecuacion de onda en el plano y en el espacio

El estudio del fenémeno de la onda en dimensiones superiores toma la forma

2
%—g = v’V (2.17)
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la cual permite describir vibraciones de membranas estiradas, ondas electromagnéticas
y sonicas. La forma de las soluciones es mas compleja que en una variable, aunque
siguen manteniendo los efectos de la velocidad de propagacion. Ahora, se analizan

algunos ejemplos practicos de fenémenos gobernados por la ecuacién de onda.

Ejemplo 2.2.1. La ecuacion (2.17) de segundo orden modela la vibracién de la mem-
brana de un tambor. Como se ve en la figura 2.9, la parte superior del tambor es una
membrana tensa estirada sobre la orilla del tambor. Si se observan las fuerzas que se
ejercen sobre una pequefia regién rectangular Az x Ay de la membrana, las fuerzas de
tension pueden ser atribuidas a dos cuerdas, una en la direccion del eje X y la otra del

eje Y

Figura 2.9: Tambor vibrante.

De esta forma, si ¥(x,y,t) describe el desplazamiento vertical, como se ve en la figura
2.9, entonces la fuerza neta de la tension, al igual que en una dimension, viene dada
en funcion de la segunda derivada parcial

0?W o}

Fuerza =T, — Ax + T, — A 2.18

ox? Y Oy? Y (2.18)
donde T, es la fuerza de tensién en la direccién del borde constante x, y similarmente
para T,. Ademads, que el borde constante x tiene Ay unidades de longitud, asi la fuerza
neta T, = T'Ay, y similarmente T, = T'Az. En este modelo T" es una constante de

tension por unidad de longitud que no varia con la direccion.

Ahora si p denota la masa de la membrana por unidad de area, la masa de la region

considerada estd dada por pAxAy. Luego por la segunda ley de Newton se tiene

0?w

PV P
ot?

W—Fa—gﬂ) :pAa:Ay

y por procedimientos similares a los utilizados para una dimension, se obtiene la ecua-
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cién de onda en dos dimensiones

PV L, [PV P
ﬁ_ (wﬁ-a—w) (2.19)

donde la constante v = Z es la velocidad.
\/ p

Claramente las condiciones iniciales asociadas con (2.19) son la posicién y la velocidad

V(r,y,0)=Ul(z,y),
ov (2.20)

E(azy?O) = V([L’,y)

Las condiciones naturales de borde para la membrana superior del tambor serian las

condiciones sobre W(z,y,t) para puntos (x,y) sobre el anillo o borde del tambor
con (x,y) sobre el borde.

Normalmente se tiene Wi (z,y) constante, en cualquier otro caso indicaria que el anillo
o borde del tambor esta torcido. Como en la seccién anterior, el valor de ¥ sobre el

borde es llamado Condiciones de Borde de Dirichlet.

Si faltase una parte del anillo o borde del tambor, dejando una parte de la membrana
libre para moverse o sacudirse, un andlisis detallado (el cual se omite) muestra que el

gradiente de ¥ en la direcciéon n normal al borde libre serd cero

v
nVVU(z,y,t) = g—(x,y,t) =0, (x,y) sobre el borde
n

La especificacion de — sobre el borde constituye una generalizaciéon de la condicion
n

de pendiente sobre 5 " el problema de la cuerda (ver seccion 2.1 ecuacién (2.15)).
x

En efecto, una relacion de la forma

ov
nVVU(x,y,t) = %(x,y,t) =Ws, (x,y) sobre el borde (2.22)

es conocida como una Condicion de Borde de Neumann en dimension superior.

La Condicion de Borde de Robin se forma al tomar una combinacién lineal de ¥ y su
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derivada normal sobre el borde

v
aVVU(x,y,t)+ g—(x, y,t) = Ws, (x,y) sobre el borde (2.23)
n

Esta puede ser usada para describir un anillo o borde del tambor "flexible" para la

membrana sobre el borde superior del tambor. O

Ejemplo 2.2.2. Otro fenémeno importante regulado por la ecuacion de onda es el
campo electromagnético. Este esta representado por las ecuaciones de Maxwell para el
campo eléctrico E y flujo magnético B en un medio fuente con una constante dieléctrica

¢ y permeabilidad p

V-E=0 (2.24)
0B
E=—— 2.2
V x 5 (2.25)
V-B=0 (2.26)
oFE
B = — 2.2
V x e (2.27)

Se puede mostrar con el algebra vectorial que cada componente rectangular del vector

FE satisface la ecuacion de onda

*v 1
—— = — VU =0’V (2.28)
o’ ue
. 1 . . . .
con velocidad v = —— (para mayor informacién sobre otras expresiones, relativas
€

a electromagnetismo, que satisfagan la ecuacién (2.28) ver Jackson [22], Panofsky y
Phillips [27] y Ramo y otros [29]). Esta ecuacion podria considerarse en una, dos o
tres dimensiones, asi veremos como serian unas condiciones de borde apropiadas para

el caso de tres dimensiones.

En primer lugar, los valores iniciales para £ y B deben estar dados como parte de
las especificaciones para un problema electromagnético con valores iniciales. Asi si W

representa una componente del campo eléctrico en (2.28), ¥(z,0) estd dada directa-

mente. Entonces para encontrar a — en ¢ = 0, simplemente se toma el rotacional del

flujo magnético inicial B y aplicamos (2.27).

Las condiciones de borde en los problemas electromagnéticos son usualmente asignados
a lo largo de las paredes conductoras. Si la conductividad es modelada segtn el infinito,
entonces las referencias Panofsky y Phillips [27] y Ramo y otros [29] muestran que

cualquier componente del campo eléctrico dentro del conductor mismo debe ser cero. En
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consistencia. con la ecuacion (2.25) se requiere que, cercano a la pared, la componente
de E tangencial al borde de la pared sea cero. Asi cuando ¥ representa una componente
de un campo eléctrico paralela a una pared conductora, satisface la Condicion de Borde
de Dirichlet

U(r,t) =0 a lo largo de la pared. (2.29)

La condicion de divergencia (2.24), aplicada en la proximidad de una pared conductora,
iguala la derivada normal de la componente normal de F con la derivada tangencial
de las componente tangenciales. Como estas tltimas son cero a lo largo de la pared, se

tiene la Condicion de Borde de Neumann

U
g—n(r, t) =0 a lo largo de la pared (2.30)

siempre que W represente una componente de un campo eléctrico normal a una pared

conductora.

En particular se considera el cubo representado en la figura 2.10 y se supone que el

campo eléctrico dentro de él tiene solo componente vertical, es decir, £ = Vk.

E =3k 8\1170

0z

i ﬂ\Il:O
L[ g o — — ¥ =
U =0 8\11_0

0z

Figura 2.10: Campo eléctrico dentro del cubo.

De las ecuaciones de Maxwell se puede mostrar que cualquier componente de E satisface

la ecuacion de onda de tercera dimension

PV 0PV N o*v N o*v
otz ox2  Oy? 022

Ahora referente a las condiciones de borde, se tiene que como V¥ es tangente a las 4
caras verticales entonces W = ( en esas caras. En la cara superior, el campo eléctrico

es normal, luego no se tiene la misma condicién. En este caso la divergencia del campo
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eléctrico dentro del cubo es cero (V.E = 0), es decir, no hay fuentes. Esto significa que

0 0 0

—b,+—FE,+—E,=0 2.31

or " oy Y 0z~ ( )
luego en la cara superior las componentes x e y del campo eléctrico son cero, asi también
sus derivadas parciales; y la condicién en la direccién z no es cero, pero su derivada

parcial si lo es (2.31). Por lo tanto, las condiciones en la cara superior e inferior son
oV
= 0.

9z
Se termina afirmando que, dentro de una cavidad cibica, ¥ generalmente obedecera
condiciones de Dirichlet a lo largo de partes del borde y condiciones de Neumann en

otras partes del mismo (Las condiciones de Robin surgiran cuando la conductividad sea
finita). O

Resumiendo lo hasta ahora descrito en estas dos secciones, vemos que la ecuacién de
onda representa las vibraciones de una cuerda, la parte superior de un tambor vibrante

y campos electromagnéticos. Ahora bien, se puede generalizar la ecuacién como

0*w

Yo vV (2.32)

donde el Laplaciano V2 puede ser de una, dos o tres dimensiones. Haciendo un simple
cambio de escala de "t” por”’vt” se obtiene una forma no dimensional de la ecuaciéon
0

i VAU (2.33)

la cual se usara de aqui en adelante.

Para conseguir una solucion de (2.32) o (2.33) univocamente se debe especificar las

condiciones iniciales
U(r,0) y 8—\11(7“, 0)
ot
dentro del dominio que se tenga. Si ese dominio tiene fronteras finitas, entonces sobre
cada porcién del borde o frontera una de las tres Condiciones de Frontera (Dirichlet,

Neumann o Robin) también debe ser especificada.

2.3

Ejercicios

Ejercicio 2.3.1. Utilice la ecuacién (2.24) para encontrar una solucién al problema de

valor inicial:
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ov _ 0V oV

L o7 =453 U(x,0) = senuz, E(x,O)—lconO<x<ﬁ, t>0.
R e\ ow

2. 2T o U(z,0) =z(1 —x), E(I’O) =sen27x con 0 < x <1, t > 0.
0 0*W O

3. o 1682,\I/(x0) sen’r, at(x,O)—l—cosxconO<x<7r,t>0.
Ty _,0Y U(x,0) = a*(m — x) a\y( 0)=0con0<z<m, t>0
o2 o S\Wwh)=aim = a), oe(@n, i) =Ucon r<m, )

Ejercicio 2.3.2. Cuales condiciones son necesarias para que las funciones U y V' en
(2.20) puedan garantizar que solo las ondas que se mueven hacia la izquierda seran

excitadas por las condiciones iniciales.

Ejercicio 2.3.3. La ecuacion de onda no homogénea

0*U 0*U
o~ g = )

aparece si fuerzas distintas a la de la tensién son consideradas en la cuerda. Si h es

conocida para todo z y t. Muestre que

E=x+v(t—v) )
(2,t) / / dé du
—00 z—v(t—v)

es una solucion de dicha ecuacion no homogénea.

Ejercicio 2.3.4. En R? se introducen las coordenadas cilindricas
x1 = pcosb, xo = psend, r3 = 2.

Muestre que la ecuacion de onda en tres dimensiones se convierte en

2 2 2y
18(8\11) 1L o°v 0w 90 _0 (el)

cop\"op) T T o T o

Si ¥ no depende de 0 y z, entonces la ecuacion (el) se convierte en la ecuacion

10 ov 0
" or (TE>_W:0 (e2)

Ejercicio 2.3.5.

1. Mostrar que cada componente del campo eléctrico E satisface la ecuacién de onda
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(2.28). (Ayuda: utilizar el rotacional de la ecuacién (2.25) y combinarlo con las
ecuaciones (2.24) y (2.27).

2. Mostrar que cada componente de la densidad de flujo magnético B también

satisface la ecuacién de onda (2.28).

2.4

La Ecuacion del Calor

En todos los procesos naturales de termodinamica, el calor fluye desde puntos a altas
temperaturas a puntos a bajas temperaturas. La razén del flujo del calor es controlada
por el gradiente de la temperatura VW¥(r,t). Se establece la razén del flujo del calor
por un vector ¢(r,t) conocido como el flujo del calor; en cualquier posicién r apunta
en la direccion del flujo del calor, y su magnitud iguala la razén con la cual el calor es

conducido a través de una unidad de area normal a la direcciéon del flujo.

La ley de Fourier, una observacion experimental, postula que ¢ es proporcional a V:
q=—kVV¥ (2.34)

donde k es la conductividad térmica, y el signo menos surge porque el flujo del calor

va de derecha a izquierda, es decir, de lo caliente a lo frio.

Az

Ax
(7,9, 2)

Figura 2.11: Calor que fluye dentro de la caja rectangular.

Considera, ahora, la velocidad a la que el calor fluye dentro de la caja rectangular que
se muestra en la figura 2.11. Para la cara izquierda, el area del corte transversal es

AyAz y el calor entra a una velocidad

oV (z,y, 2)

-k ox

Ay Az
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Una féormula similar da el flujo de calor fuera de la cara derecha, pero con x remplazada

por x + Ax. Luego, la afluencia de calor a través de esas dos caras es

oV(x + Ax,y, 2)
Ox

2
@Y 2) Ny n ek TY Az Ay A=,
Ox Ox?

X

—k AyAz —k

Sumando las contribuciones de las otras cuatro caras encontramos que la razén del

flujo del calor dentro de la caja es

k<32\11 P 9*U

ap + e + 5.2 ) Az Ay Az = kYU Az Ay Az (2.35)

Ahora el efecto de ese calor de entrada es una subida de la temperatura de la caja.
El calor especifico ¢ de un cuerpo es la cantidad del calor requerida para elevar la
temperatura de una unidad de peso por un grado. Por lo tanto, si p denota la densidad,

la razén del flujo del calor de la ecuacion (2.35) genera una subida en la temperatura

a razéon de PU PU U .
k (89&2 + 12 + 3z2) Az Ay Az = cpA:cAyAzE
0 ov
— = V2V 2.36
5 =V (2.36)

k
donde n = — es la difusividad térmica. La ecuacién (2.36), se conoce como La Ecuacion
c

del Calor.

Ejemplo 2.4.1. Dada la ecuacion diferencial parcial

o} ov ov
— —2—+4— v = 2.
52 5 + o +6 0 (2.37)

Se aplica un pequeno cambio de la variable dependiente para transformarla en la ecua-
cién del calor. Sea el cambio de variable

U(z,t) = vz, t)el0tH) (2.38)

donde los valores de Cy y C; deberan ser encontrados de manera que la nueva variable

satisfaga la ecuacion del calor. Asi

ov 0
= = o(Cot+Ciz) (8_’; i CW)

ov ov
7= _ o(Cot+Ci) [ X7
dr (895 - Cll/)
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o*v 0? 0
W = e(Cot+Clx) (8—952 + QCla—Z + 012V>

Ahora, sustituyendo estas ecuaciones en (2.37) y no considerando la funcién exponen-
cial, ya que nunca se anulara, se obtiene

0%v ov ov

— + (201 4+4) —— —2— + (C;* +4C, —2C, +6) v =0

0x2+( 1+)8az 8t+<1+ ' 0+ 6)v
Donde los coeficientes (2C; +4) y (C1* + 4Cy — 2Cy + 6) deben ser iguales a cero, por
lo tanto, al resolver esas ecuaciones se tiene que Cy = 1y C7 = —2. De esta forma el

cambio de variable (2.38) sera
U(z,t) = v(z,t)el=2

y la ecuacion del calor a resolver es

o 10%

ot 2 0z2
]

Ahora, deberiamos preguntar qué condiciones serian necesarias para determinar una
tnica solucién para la ecuacion (2.36). Fisicamente, es facil de ver que el conocimiento
de la razon de crecimiento de la temperatura es solo 1til si se conoce la temperatura

inicial. De esta forma la ecuacion (2.36) debe ser ampliada con las condiciones iniciales
U(r,0) = F(r) (2.39)

para alguna funcion F' dada.

También rara vez se menciona que el calor fluye en cuerpos infinitos, asi algunas con-
diciones de borde son necesarias para describir la interacciéon térmica del cuerpo con
su medio ambiente. La Condicion de Borde de Dirichlet es la especificacion de la tem-

peratura W sobre la superficie del cuerpo
U(r,t) = Gy(r), r sobre el borde (2.40)

donde (G es un perfil superficie-temperatura mantenido por las fuentes de calor. Por
ejemplo, cuando el borde de la superficie tenga una temperatura constante T, asi
G1 = 0 (Es posible que GG; sea dependiente del tiempo, pero se ignora esa complicacién

por ahora).

Si se sabe la razon mediante la cual el calor fluye a través de la superficie, entonces de
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acuerdo a la ley de Fourier la componente normal de kVV es determinada alli. Esta

es la Condicion de Borde de Neumann

nV(r,t) g—g(r, t) = Gy(r), r sobre el borde (2.41)

Por ejemplo, si una porcién de la superficie esta térmicamente aislada, entonces Gy = 0

en esa porcion.

Si la superficie esta rodeada de una temperatura ambiental uniforme ¥q, pero el mate-
rial aislante filtra, entonces la razén de cambio del flujo del calor sera aproximadamente
proporcional a la diferencia entre la temperatura en la superficie del cuerpo y la tem-
peratura exterior

—k g—i =C(V — V)
donde n indica la direccion normal a la superficie del cuerpo. Asi se tiene un ejemplo

general de una Condicion de Borde de Robin
al(r,t)+p g—:(r, t) = Gs(r) (2.42)

donde, para nuestra interpretacién anterior, « = C, =k y G3(r) = —CW,.

De esta manera, en el terreno fisico queda demostrado que la solucion de la ecuaciéon
del calor (2.36) estda completamente determinada por la asignacién del perfil inicial de
temperatura en el interior del cuerpo y las especificaciones de borde en todos los puntos

de su exterior.

Ahora se comprueba que algunas de las propiedades matemaéticas de la ecuacion del

calor pueden ser deducidas de la formula del Laplaciano

_Pf O

2
Vif= ox? = 0y* 022

(2.43)

Evidentemente V2f es una generalizacién de la segunda derivada de una funcién de
una variable. Por lo que se conoce, ésta determina la concavidad o convexidad de la
funcion; si f” > 0 entonces la grafica de f es concava hacia arriba, y si f” < 0 la grafica

es concava hacia abajo, ver figura 2.12.



42 LAs EDP DE ONDA, DEL CALOR Y DE LAPLACE

X

+ Az

[ U

Figura 2.12: Concavidad de la funcion f.

En otras palabras, en una regién donde f” < 0 el valor de f en un punto x esté situado

arriba de la linea secante que conecta los valores de f en o + Ax y x — Ax:

f(z+ Azx) + f(z — Ax)

fla) > >

(2.44)

y cuando f” > 0 ocurre lo contrario. La medida en la que f en x excede el valor
promedio de f en los puntos cercanos z + Az y x — Az, como podemos constatar
en la ecuacion (2.44), parece en la figura 2.12 ser proporcional al valor negativo de
la segunda derivada (—f”(x)). Claramente al considerar una aproximacion finita para

f"(x) se puede ver

weoy_ L (flat+Ar) = fz)  flz) = flz - Az)
—/Hw) = Az < Ax a Ax >

2 Ax?

:(ﬂ@_f@+A@+f@—A@) 9

Asi se aproxima la ecuacién del calor de primer orden (2.36) por

of _ Of
or — o
(o + Ao) + f(a — Aa) 24
x x r— Ax
~ -t (fia) - ! )
. . . . 2
donde las derivadas parciales, en realidad son derivadas totales, y M = —; esto da la

Ax?

siguiente interpretacion fisica: la temperatura en un punto = cae o desciende a una razoéon
de cambio proporcional a la diferencia mediante la cual f'(z) excede la temperatura

promedio de sus puntos vecinos. Note ademas que si la maxima temperatura en el
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. of >
tiempo t ocurre en el punto x, entonces e < 0 en ese punto. Esta observacion es la

base del Principio del Mdzimo de la Ecuacion del Calor.

Ejemplo 2.4.2. Consideremos la férmula

1 oo (@—m)>
Uz, t) = F(r)ye " d 2.46
@) = 5= | Pl ar (2.46)
la cual define una soluciéon explicita de la ecuacion del calor en una dimension sobre
todo el eje X (—oo < & < +00). Recordando que la ecuacion del calor en una dimension

es
ow 0?W

o

asi al calcular las correspondientes derivadas en la ecuacién (2.46) tenemos

ow 1 oo _@? [((z—T7)? )
—(r,t) = —0—— F(r)e 4t — —1) dr,
at( ) 4w/7rnt3/oo (7) ( 2t

ov

1 oo _e? (—(x—T)
—_— = — F 4nt PR ——
Ox (z,) 2\/7r77t/_oo (7) e ( 2nt ) ar,
o}

1 +o0 -
il - - F(r)e i
oz ) = s /_m (r)e

y al multiplicar esta tultima ecuacién por 1 se comprueba que la ecuaciéon (2.46) es la

forma de la soluciéon de la ecuaciéon del calor en una dimension.

2.5

Ejercicios

Ejercicio 2.5.1. Encontrar el cambio de la variable dependiente que reduce la ecuacién

diferencial parcial

P OV v
g A~ 2 +8U =0

en la ecuacion del calor en una dimension.

Ejercicio 2.5.2. Encontrar la soluciéon del problema de valor inicial para la ecuacion

del calor

ov _ v 0 <x <+ t>0
— = =U —oo<x o0
ot Ox2 ' ’

U(z,0) =¢(x), —o0<z<+00
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si la temperatura inicial es dada por

51 six <0
¢(r) =

0y six >0

Ejercicio 2.5.3. La funcién error ocurre muy frecuentemente en la teoria de probabi-

lidades y ella viene dada por

2 T
erf(x) = ﬁ/ e "dn
0

Para ella existen tablas de valores, en particular erf(co) = 1. Luego exprese la solucién

del ejercicio anterior en términos de la funcién error.

2.6

La ecuacion de Laplace

En el mundo fisico podemos ver que todos los sistemas térmicos evolucionan en el
tiempo hacia un estado estacionario o de equilibrio en el cual la temperatura ¥ es
independiente del tiempo. Cuando el tiempo tiende a infinito, las soluciones de la
ecuacion del calor

— =nV?U (2.47)

tienden hacia una forma estacionaria; estas soluciones de equilibrio entonces satisfacen
la forma independiente del tiempo de la ecuacién (2.47), la cual es conocida como la

ecuacion de Laplace

V2U(r) = 0. (2.48)

Las soluciones independientes del tiempo de la ecuaciéon de onda, claramente también
satisfacen la ecuacién de Laplace. Esto nos permite tener a nuestra disposicion un
nimero de analogias fisicas para invocar en el estudio de la ecuacion (2.48), tales como
perfiles de temperatura estacionaria, parte o cara superior del tambor en equilibrio,
y campos electrostaticos. Por otra parte, notemos que, aunque fisicamente las ondas
tienden a desaparecer debido al amortiguamiento y esto conduce a soluciones de la
forma (2.48); matemdticamente, sin embargo, no hay amortiguamiento en la ecuacion
de onda, asi sus soluciones dinamicas no evolucionan en soluciones de la ecuacién (2.48).

(ver ejercicio 2.3.3 de la seccién de ejercicios 2.3)

Las soluciones de la ecuacién de Laplace (2.48) son conocidas como funciones armoni-

cas, las cuales desempefnian un papel fundamental en el estudio de funciones analiticas
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de variable compleja (Saff y Snider [30]). Dado que estas soluciones no dependen del

tiempo, las condiciones iniciales no son necesarias y solo se especifican las condiciones
de borde para determinar una solucién tnica. Los tipos basicos de condiciones de borde
son los mismos que se mencionaron para las ecuaciones de onda y el calor (Dirichlet,

Neumann y Robin).

Usualmente condiciones de Dirichlet son especificadas para el potencial eléctrico, esto
es constante sobre las paredes conductoras, ya que alli la componente tangencial de su

gradiente E es cero (recuerde la ecuacién (2.28) de la seccién 2.2).

ov

El problema con solo condiciones de Neumann en donde el valor de — esta determi-
n

nado sobre toda la superficie del dominio de la solucion es realmente raro. Sin embargo,

notemos que si ¥;(r) es una solucién de

V2U(r) =0 dentro de D,

. (2.49)
T = G(r) sobre el borde de D;

entonces
\IJ - \Ifl + k,

siendo k una constante, también resuelve la ecuaciéon (2.49), para cualquier valor de
k. Las soluciones del problema con solo condiciones de Neumann para la ecuacion
de Laplace estan unicamente determinadas salvo constantes. Una explicacion de este
hecho se debe a que la ecuacién (2.49) describe un problema de flujo de calor, pero los
unicos datos dados explicitamente se refieren a la razén de cambio del flujo de calor
(los valores de G(r)), es decir, no hay referencia a los valores de la temperatura. Asi, no
hay manera de decir que temperatura estd siendo tomada cuando el nivel es cero. Por

esta razon, ¥ solo esta definida, en tales situaciones, dependiendo de una constante.

Ahora vamos a escribir algunas soluciones de la ecuacion de Laplace de dos dimensiones

aprovechando su similaridad con la ecuacién del calor:

[0 RV}

Laplace: @ + 8—y2 = 0;
v 1 0%V

Calor: @ — EW =0

[{P9%2)

Ellas serdn realmente equivalentes si nosotros cambiamos “t” por “y” y escogemos
la velocidad igual a la unidad imaginaria “i” (i* = —1). De esta forma, ya hemos
visto (seccion 2.1) que cualquier funciéon, dos veces diferenciable, de la forma f(x + vt)

(o f(x — vt)) resuelve la ecuacién de onda; entonces cualquier funcién de la forma
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f(x + 1y) = f(2) resuelve la ecuacién de Laplace, si f(z) y su primera y segunda
derivada son funciones bien definidas de la variable compleja z = z+iy. Estas funciones
de variable compleja son el centro de la teoria de las funciones analiticas, y en los
ejemplos que discutiremos a continuaciéon presumimos alguna familiaridad con la teoria

bésica de las funciones analiticas. Cualquier referencia, consultar Saff y Snider [30].

Ejemplo 2.6.1. Consideremos la funcién analitica f(z) = 2%. Su derivada f'(z) = 22
esta realmente bien definida. Entonces como funcién de x e y satisface la ecuacién de

Laplace.

Si z = x + 1y entonces
2 = (o = ) + i(20y);

y por lo tanto
V2 [2?] = V2 (2 — ¢?) + i(2zy)] = V? (2® — y°) +iV?(2zy)
de esta manera podemos hallar separadamente las derivadas parciales

(92

0
%(,Ig—yQ) :21’, @(ZL’Q—yQ) :2
0 0?
a_y(2_y2)—_2y, 3—3/2(2—3/2)2—2
0 0?
%(2@/) =2y, 55 (2ay) =
0 0?
8_y(2xy) = 2w, 9,2 (2zy) =

por lo tanto

V(2 —y*) =0y V*(2zy) =0,

lo cual implica que

V2 (22) = V2 [(2? — 3?) + i(2ay)] = 0.

2

Este resultado también podria ser expresado como que f(z) = 2z# es una funcién armé-

nica.

Ejemplo 2.6.2. Consideremos ahora la funcion f(z) = log z. Claramente esta funcion
también es analitica, excepto para los valores donde z es un ntimero real negativo; y

su derivada es f'(z) = —.
z
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Asi

f(z) =log|z| +iargz = log (M) 1 itan~t (%)

Aplicando un procedimiento similar al del ejemplo anterior tenemos que:

2 b ()] = i g e (V)] =
gy Lo (V)] = s g os (Vo)) = e
FlerO-72% e O

por lo tanto

v flog (V=) } =0 3 9 fran? (£)} =0,

y asi se cumple que
VZlogz =0,

es decir, f(z) = log z es una funcién armonica. O

Deberia ser claro de estos ejemplos que la parte real y la parte imaginaria de una

funcién analitica f(z), por separado, satisfacen o resuelven la ecuacién de Laplace.

Ejemplo 2.6.3. Consideremos la ecuacién de Laplace V2¥ = 0 con las condiciones de
borde de Dirichlet indicadas en la figura 2.13; ahora queremos encontrar una funciéon
que sea constante para cada circulo, y también armoénica entre los circulos que forman

el borde de la regiéon que estamos considerando.

2 2lY
VU =0 U =4

Figura 2.13: Ecuacién de Laplace V2¥ = 0 con condiciones de borde de Dirichlet.
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Sabemos que la coordenada polar » = \/x? + y? tiene un valor constante en cada
circulo centrado en el origen, y por lo tanto también serd constante cualquier funcién
que dependa de r; por otra parte en el ejemplo anterior vimos que la funciéon logr es

armoénica, asi podemos considerar la funcion
logr = Re(log 2)

como la que satisface las condiciones que queremos. Ademas por la naturaleza de la

ecuacion de Laplace cualquier combinacién lineal de la forma
U(x,y) = Alogr + B
también satisfacera las condiciones requeridas. Luego sustituyendo los correspondientes

valores tenemos el siguiente sistema a resolver:

Alogl+ B =1

(2.50)
Alog2+ B =4

Resolviendo este sistema de ecuaciones tenemos que B =1y A = ] . Asfi la solucién
0og

viene dada por

U(x,y) = logr +1

log 2

= 3 log (\/W) + 1.

log 2

Ejemplo 2.6.4. Consideremos las condiciones de Dirichlet demarcadas en los bordes
de una cuna, como vemos en la figura 2.14. Vamos a buscar una funcién armoénica que
satisfaga tales condiciones, para ello vamos a usar el dngulo en coordenadas polares
0, trasladado al origen zy = 1 4 2i; ya que cada linea recta en la figura 2.14 estd

representada en coordenadas polares por # igual a una constante.

U =4/ V=0

U=1

Figura 2.14: Condiciones de Dirichlet en los bordes de una cuna.
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La funcién representada por el 4ngulo en coordenadas polares § = tan~! (Q) es cla-
x

ramente armoénica, en esa region, por que ella es la parte imaginaria de la funcion

analitica
f(z) = log(z — 20).
. . 18
Asi, si adaptamos A6 + B a las condiciones de borde encontraremos que A = — y
T
B = —2, luego la funciéon buscada sera
18
\Ij(x ) y) =—0-2
T

El hecho de que uno de los bordes de la cuna tienda a infinito y en el cual no hay
establecidas condiciones de borde, sugiere la posibilidad de que haya otras soluciones
a este problema. En el ejercicio 2.7.3, de la seccion 2.7, se vera que este es realmente

el caso.

Fisicamente, podemos pensar que la figura 2.14 tiende a modelar el perfil del equilibrio
de temperatura en una muy larga, pero finita, cufia; y es claro que esa temperatura no
sera univocamente determinada hasta que no establezcamos control del proceso térmico

en la parte de la cuna no acotada. Esto sera analizado mas adelante. O

Una de las mas importantes aplicaciones de las funciones analiticas en resolver la
ecuacion de Laplace es la formula de Poisson, la cual da los valores de la funcién
armoénica W dentro del circulo de radio R centrado en el origen, en término de sus

valores F’ (R ew) sobre el borde del circulo,

- R2 — o2 2w F (Rew) p (251)
/0 R? 412 —2rRcos(¢ — 0) ¢

Asi la ecuacion (2.51) es una féormula universal de solucién para el problema de borde

de Dirichlet en el circulo, y si evaluamos esta ecuacion en r = 0 encontramos que

U (0) = % /O%F (Re*) dg (2.52)

y esta ecuacion muestra que el valor de cualquier funcién armoénica en el centro del
circulo es igual al promedio de sus valores sobre el borde del mismo. Esta Propiedad
del Valor Medio reafirma nuestra interpretacion del Laplaciano como una medida de

la diferencia entre el valor de W y el promedio de los valores de sus puntos vecinos (ver
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ecuacion (2.45) en la seccién 2.4), ya que si V2¥ = 0 no hay diferencia.

Ahora suponga que r es un punto interior, en el cual hay un maximo, para la funcién

armoénica V.

.,Como puede el valor mas alto de temperatura ser el promedio de los valores de sus

puntos vecinos?

La tnica posibilidad de que esto ocurra es que ¥ tome siempre su mas alto valor en el
interior, es decir, U es una temperatura constante. Esto es conocido como el Principio

del Mdzximo para Funciones Armonicas.

Definicién 2.6.1 (Principio del Maximo para Funciones Arménicas). Si una funcion
armonica alcanza su mdximo o minimo valor en un punto interior de su dominio,
entonces este valor serd constante para todo el dominio. Por defecto podemos decir que
una funcion armonica siempre toma sus valores mdximos o minimos sobre el borde del

dominio de la funcion.

Asi es evidente que no puede haber “puntos mas calientes” en el interior de un cuerpo

en equilibrio térmico, porque el calor se deslizaria desde esa posicion.

Ejemplo 2.6.5. Consideremos los bosquejos de la familia de isotermas que se podrian
ver en una posicion de equilibrio de una plancha de metal con temperatura en los

bordes mantenida inicialmente segun se muestra en la figura 2.15

100° 0° 100°
TEO i 75° 0 | T 750
5700 TEITTTTTTTTTTTTPPI R 50° 0° 50 0° 50°} e, . ~I50°
25°% i 25° """"" 900 ..... 25°1)~ Ool 00\00 ~f25°
0° 1000 5 E

Figura 2.15: Familia de isotermas en una posicién de equilibrio de una plancha de metal
con temperatura en los bordes mantenida inicialmente.

2.7

Ejercicios

Ejercicio 2.7.1. Comprobar que las funciones f(z) = 2% y g(z) = ¢* son funciones

armonicas.

)1/2

Ejercicio 2.7.2. Mostrar que la funcién v = (2% + y* + 22 es armonica en R3

excepto en el origen.
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Ejercicio 2.7.3. Sea la variable compleja 2z = x + iy y consideremos la funcién f

definida en R? por

1

Rele 2* si(x, 0,0
oy = (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)

Muestre que f satisface la ecuacién de Laplace en todo R? y que f no es continua en

el origen.
Ejercicio 2.7.4.

1. Comprobar que la solucién del problema de Dirichlet del ejemplo 2.6.4 es una

funcién arménica.

2. Mostrar que si Wy (z,y) es una solucién del ejemplo 2.6.4, entonces también lo es
Ui (z,y) +Im [(z — 2 — )],

donde I'm representa la parte imaginaria de la expresion compleja correspondien-
te.

3. Mostrar que si ¥y (x,y) es una solucién del ejemplo 2.6.4, entonces también lo es
\Pl('xv y) + C(’Z —-2- i)4n7

para cualquiera constante C' y entero positivo n.

Ejercicio 2.7.5. Resolver el problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace mos-

trado en la figura 2.16

Figura 2.16: Problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace.

Ejercicio 2.7.6.
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1. Encontrar una soluciéon a el problema de Dirichlet para la ecuacion de Lapla-
ce mostrado en la figura 2.17 (Ayuda: utilice una combinacién de las funciones

complejas arg(z — 1) y arg(z + 1).

V20 |= 0

v=-1 V=0 V=1«

Figura 2.17: Problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace.

2. Mostrar que si W(z,y) es una solucién del problema de la figura 2.17, entonces

también lo es
Uy (2, y) + Cy,

para cualquier constante C'.

Ejercicio 2.7.7. Usando solo su intuicién, bosqueje la familia de isotermas que debe-
riamos esperar ver en la posicién de equilibrio de una plancha de metal con temperatura
en los bordes mantenida inicialmente como se muestra en la figura 2.18. Cuidado con

no wviolar el Principio del Mdximo para funciones armdnicas.

100° 5'()5\ 0°
$75° 250 o4
450 04 +0° 100°4  +50 }
0° 9594
F25° 175° 504
0° 150° 1900 T

(a) (b) (c)

Figura 2.18: Plancha de metal con temperatura en los bordes mantenida inicialmente.

2.8

Clasificacion de las ecuaciones de segundo orden

Hemos visto que las ecuaciones diferenciales parciales lineales tales como las ecuaciones
de onda, calor y Laplace surgen en diversas situaciones fisicas, y de ellas podemos anti-
cipar muchas de las cualitativas diferencias entre el comportamiento de sus soluciones.
Esto produce que esos aspectos cualitativos y diferencias persistan cuando la ecuacién

esta modificada en ciertas formas, y pueden clasificarse en clases mas generales de
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ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden como “casi-onda”, “casi-calor” o

“casi-laplace”.

Las bases para el esquema de clasificacion recaen en la similaridad entre la estructura de
las respectivas versiones de las ecuaciones diferenciales de segundo orden y la estructura
de las ecuaciones de las secciones cénicas. Si nosotros, para la ecuaciéon de segundo
orden, hacemos los cambios de y = vt en la ecuacion de onda, y = nt en la ecuacion

del calor, y dejamos la ecuacion de Laplace intacta, tendremos

0*U  0*W

o7 8—y2 =0 (FEcuacion de la onda), (2.53)
2y U

g? — (Z_y =0 (Ecuacion del calor), (2.54)
2\11 2\11

g? + ?}? =0 (Ecuacion de Laplace). (2.55)

y comparando estas ecuaciones con las ecuaciones de las secciones conicas

azr® —by* = ¢ (Hipérbola), (2.56)
az® — by = ¢ (Pardbola), (2.57)
az® + by* = ¢ (Elipse), (2.58)

podemos observar similaridad en los signos y exponentes.

Esto nos conduce a presentar la siguiente clasificacion: la ecuacién de onda es del tipo
hiperbdlico, la ecuacion del calor es del tipo parabdlico y la ecuacién de Laplace es del

tipo eliptico.

Recordemos de la geometria analitica elemental que la ecuacion general de una seccion
coOnica

ar® +2bxy+ ey +dr+ey+ f =0 (2.59)

puede ser reducida a una de la forma (2.56), (2.57), (2.58) mediante una transformacién

lineal

2= Az + By, v = Cx + Dy (2.60)

seguida por una substitucion de z” = 2’ + F, y” = ¢/ + F. La forma particular (2.56),
(2.57), (2.58) depende sobre el signo del discriminante 4(b* — ac) = 4A:

= si A > 0 la seccién es una hipérbola,
= si A =0 la seccién es una parabola,

= si A <0 la seccién es una elipse.
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De acuerdo a esto podemos generalizar nuestra terminologia tal que la ecuacién dife-
rencial parcial general de segundo orden en dos variables
0* 0*vU 0* ov

ov
2b d—+e—+fU+g= 2.61
asgt &wy+cmﬂ+ 8w+68y+f +g=0 (2.61)

es del tipo hiperbdlico, parabdlico o eliptico si A es positivo, cero o negativo, respec-

tivamente.

Se puede mostrar que la ecuacién diferencial parcial (2.61) puede ser reducida, por un
cambio de variables lineal (2.60), a una ecuacién donde en el lado izquierdo es de la
forma (2.53), (2.54), (2.55) de acuerdo al signo del discriminante A; y el lado derecho

contiene solo derivadas de ¥ de orden cero o uno.

Una de las conclusiones fundamentales de la teoria de ecuaciones diferenciales parciales
es que la mayoria de las propiedades importantes de las soluciones de las ecuaciones di-
ferenciales parciales lineales depende solo de la forma de los términos de orden superior

que aparezcan en la ecuacion, en este caso serian los términos de orden dos.

Estos términos forman lo que es conocido como la parte principal de la ecuacion. Asi

la parte principal de la ecuacién diferencial parcial (2.61) serd

ov 0*W 0?w 0*W
P — || =a—=+2b — 2.62
(x, 89:) ot drdy e y? (2.62)

Ahora es posible escoger un cambio de variables lineal del tipo (2.60)
u=u(z,y), v="10(,y) (2.63)

de tal manera que las nuevas funciones u y v sean localmente invertibles, ademés de

clase C? y su Jacobiano distinto de cero, es decir,

J = uyvy, — uyv, # 0.
Utilizando la regla de la cadena y agrupando los correspondientes términos transfor-
mamos la parte principal (2.62) en la ecuacién de la forma

0*W 0*W 0*w

donde R indica términos de orden cero o uno, lo cual implica que la parte principal de

la ecuacion transformada es

0> L 28 0> N 0*U
@ oudv " o0v?

53 (2.65)
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donde

ou’ o ou @ ou’?

amagt o JiolL (2.66)
ou Ov Ou v Ou v ou v

=a— —+b|l——+ —— — 2.

g “ax ox L{?x 8y+8y axlﬂay dy (2.67)
ov? ov v ov?

Luego haciendo uso de las ecuaciones (2.66), (2.67) y (2.68) podemos establecer la

importante relacion

B —ay = (b* — ac) (upvy — Uy v, ) (2.69)

A=A J? (2.70)

donde A’ es el discriminante de la ecuacion diferencial parcial en las nuevas coordenadas

uy .

Ahora podemos considerar la ecuacién
az? + 2bz, 2, + czi =0 o0 P(x,z,) =0,

la cual es llamada la ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial parcial general
de segundo orden en dos variables (2.61); y las curvas de nivel z(x,y) = constante,
que satisfacen la ecuacion caracteristica reciben el nombre de curvas caracteristicas o

simplemente caracteristicas.

Ahora podemos enunciar el siguiente teorema que nos sera de utilidad para resolver

algunos problemas.

Teorema 2.8.1. La curva de nivel z(x,y) = constante, es una caracteristica de la
ecuacion (2.61) si y solo si dicha curva de nivel es una solucion de la ecuacion
2 2
Jy Oz Oy ox
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la cual es equivalente a

8y2
-~ —2b
a@x

dy

5, Te=0. (2.72)

La demostracion de este teorema no es la intension de este libro, pero el lector interesado
puede revisar DuChateau y Zachmann [I4]. Sin embargo, notemos que al resolver la

ecuacion de segundo grado presente en (2.72) se tendra que

dy bx+b?—ac
de a '
Ejemplo 2.8.1.

1. Sea la ecuacion
2V, — 6V, —8V¥,, + ¥, = 0.

Claramente vemos que a = 2, b = 3 , ¢ = —8 , asi el discriminante A = 25 > 0
por lo que la ecuacion serd hiperbdlica. Ahora utilizaremos el teorema 2.8.1 y su
) dy 3+5 _
consecuencia para ver que = 9 lo cual nos da dos soluciones 4 y —1.
x

Ahora resolviendo la ecuacion diferencial de variables separables obtenemos las
soluciones lineales

dr —y =cte y =+ y = cte,
las cuales son las caracteristicas de la ecuacidn.

2. Sea la ecuacién
e2" Wy, + 26"V, +e2V ¥, =0.

En este caso se tiene a = e**, b = Y | ¢ = %Y, luego
2
A= (") —e¥e? =0

y por lo tanto la ecuacién es parabdlica. Para hallar las caracteristicas debemos

resolver la ecuacion

dy e*tv Y
dr  e* e’

la cual nos da la solucion

e ¥ — e Y = constante.

2

Note que si la derivada mixta no esta presente, entonces la clasificacion

x
es inmediata; asi la ecuacién es hiperbodlica si las segundas derivadas parciales
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tienen signos opuestos, y es eliptica si tienen signos iguales. Por otra parte si una

de las segundas derivadas parciales no esta presente entonces es parabolica.
Ejemplo 2.8.2. Consideremos la ecuacion de Tricomi
Vaw +yWyy =0,
para un flujo transénico. Claramente a =1, b =0, ¢ =y , por lo cual
A=—y;

de esta manera tenemos que si y > 0 es eliptica y si y < 0 es hiperbdlica. También

podemos decir que si y = 0 es parabdlica. O

Estas notaciones son extendidas a ecuaciones en dimension superior; asi la ecuacion

general diferencial parcial lineal de segundo orden para n variables puede ser escrita

"L ] oA}
P by — + U +d = 2.
2D i gy T g el =0 (2.73)

=1 7j=1 =1

CcOo1mo

Esta es eliptica en cualquier punto donde pueda ser reducida por un cambio de variables

lineal a la forma
— W ) : .
Z i 0 (6 = una derivada de primer orden), (2.74)
i=1

es hiperbdlica si es de la forma

U 0P
92z 2 izl =0 (6 = una derivada de primer orden), (2.75)
donde la variable z,,, es llamada “ casi-tiempo™ y las otras (x1, za, ..., x,_1) son llamadas

“casi-espacio”; la ecuacion es parabodlica cuando la forma

0 PV
0. 2o 0 o (=una derivada de primer orden), (2.76)

i=1 ¢

es alcanzada; nuevamente x,,, es llamada “casi-tiempo” y las otras son llamadas “casi-
espacio”, esta definicion de “casi” es un tanto extrana pero trata de indicar las corres-

pondientes formas de las ecuaciones de la onda y calor.

La importancia de este esquema de clasificacion radica en que todas las ecuaciones de
un mismo tipo tienen algunos aspectos cualitativos en comun. Por ejemplo, recordemos

de la seccion 2.1, que para la ecuaciéon de onda los valores de los datos iniciales en un
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punto xg, no influyen en los valores de la solucién en (z,t) si |z — x| > vt. Este efecto es
completamente general, asi cada ecuacién hiperbdlica tiene una velocidad de propaga-
cién maxima la cual limita la extension a la cual los datos iniciales pueden influenciar
la soluciéon un tiempo posterior. Por otra parte todas las ecuaciones parabdlicas tienen

velocidad de propagacion infinita, como la ecuacion del calor, seccién 2.4.

Un aspecto compartido por todas las ecuaciones elipticas es su suavidad. También
recuerde que soluciones de la ecuacion de Laplace de dos dimensiones puede ser visua-
lizada como la forma de equilibrio de una membrana estirada de un lado al otro del
anillo o borde de un tambor (seccién 2.6). Discontinuidades en los datos de borde o
frontera son inmediatamente suavizados, en el interior de la regiéon donde esta defini-
da la solucién o region solucion, por la ecuacion de Laplace y también por todas las
ecuaciones del tipo eliptico (a menos que los coeficientes en la ecuacion misma sean

discontinuos).

El tema final que discutiremos es la naturaleza de las condiciones auxiliares que son
anadidas a cada tipo de ecuacion. Tipicamente ellas corresponden a lo que hemos visto

para las ecuaciones de Laplace, calor y onda.

La ecuacion eliptica estda acompanada por condiciones de borde, donde o ¥ o su derivada

parcial I o una combinacién lineal de ambas son especificadas por todo el borde de
la regi(’)nnsoluci(’)n (Dirichlet, Neumann o Robin). En una ecuacién parabdlica uno
impone una condicién inicial, en donde W(x1,xs, ..., x, 1, ,) es especificada sobre un
hiperplano x,, = 0 de la variable “casi-tiempo” x,; para una ecuacién hiperbédlica uno
también especifica la derivada I sobre ese hiperplano. En estos dos tltimos casos
también son impuestas condicion%s de Dirichlet, Neumann o Robin sobre los “casi-

espacio” bordes de la regiéon solucion.

Hemos usado la palabra tipicamente, ya que si bien es verdad que otras condiciones
auxiliares pueden ser impuesta matematicamente, estas pueden conducir a soluciones
que son fisicamente sin sentido. A este respecto uno dice que una ecuacién diferencial
parcial y sus condiciones auxiliares comprenden un problema bien planteado si las

siguientes tres condiciones son satisfechas:
1. existe una solucion del problema,
2. la solucion es tnica, y

3. la solucién depende continuamente de los datos auxiliares. Esto ultimo quiere
decir, que si nosotros alteramos las condiciones iniciales o de borde una porcién

suficientemente pequena, entonces las soluciones pueden no diferir drasticamente.

Ejemplo 2.8.3. Consideremos el problema representado en la figura 2.19 y veamos
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porque las condiciones de borde de Dirichlet son inapropiadas para las ecuaciones

hiperbélicas.
y
U=0
T
PPV U
_ol Z¥_9¥ _§ lw=0
v=0 oxr?  Oy?
X
0 v=0 a

Figura 2.19: Condiciones de borde de Dirichlet son inapropiadas para las ecuaciones
hiperbolicas.

Si la ecuacién gobernante fuese la ecuacién de Laplace, entonces la solucion ¥ podria
interpretarse como la temperatura en estado estacionario sobre una plancha conductora
cuyos bordes estaban mantenidos a cero grados; y la tinica posible solucion, claramente,
serfa W(z,y) = 0. Pero la ecuacién hiperbédlica mostrada en la figura 2.19 tiene infinitas
soluciones

U(z,y) = ksen(nz)sen(ny)

para cualquier constante k£ y cualquier entero n. Facilmente podemos comprobar que
estas soluciones satisfacen la ecuacion y todas las condiciones de borde del problema
de la figura 2.19. O

Aunque hay otros aspectos de clasificacion de las ecuaciones diferenciales parciales,
nosotros hemos mostrado las caracteristicas principales de las mas importantes ecua-
ciones de la fisica y la ingenieria, y en el proximo capitulo comenzaremos la discusion

de los métodos de solucion.

2.9

Ejercicios

Ejercicio 2.9.1. Encontrar las caracteristicas de las siguientes ecuaciones:

2. W,y +yW,, =0 4 W, — 2V, =0



60 LAs EDP DE ONDA, DEL CALOR Y DE LAPLACE

Ejercicio 2.9.2. Determinar en que puntos o region las siguientes ecuaciones son

hiperbodlicas, parabdlicas y elipticas:
1. 30, +4V,, +2¥,, — ¥ =0 3. eV, — 2V, +aV,, +y* U, + 0 =0

2. Wy 4200, + Uy, +sen(zy)U =0 4 U, + (149)20,, =0

Ejercicio 2.9.3. Considere la ecuaciéon de segundo orden ¥,, + c¥,,, = 0, donde c es
una constante. Determinar el tipo de ecuacion y bosquejar sus curvas caracteristicas
para ¢ = —4,—1,—1/10,0 y 1.

Ejercicio 2.9.4. Comprobar que la solucién al ejemplo 2.8.3 satisface el problema

planteado.

Ejercicio 2.9.5. Dado el problema eliptico de la ecuacién de Laplace V2¥ = 0 en la

regiéon del semiplano superior (y > 0) , con las condiciones iniciales

0
U(z,0) =0, a—y\ll(x,O) = 0.

Comprobar que la funciéon

1
U(z,y) = = sen(nx) senh(ny)

es solucion del problema.
. Que sucedera si n aumenta grandemente su valor?

Ejercicio 2.9.6. Supongamos que V(z,y) satisface la ecuaciéon de Laplace. Realice un
cambio de variable primeramente alargando el eje Y por un factor de 3; y luego rote

el nuevo eje 30°. ; Que ecuacion diferencial satisface la funcién derivada
\Ij*(x/> y,) =v [.% ($,> y,) Y (xlv y/>] ?

Verificar, evaluando el discriminante, que ella sigue siendo eliptica. (Ayuda: Utilizar la

regla de la cadena para funciones de varias variables).

Ejercicio 2.9.7. Repita el andlisis del ejercicio anterior para las ecuaciones de onda y

del calor.



El Método de separacion de variables

En este capitulo introduciremos la mas importante técnica en ingenieria para la so-
lucién de ecuaciones diferenciales parciales: la separacion de variables. La realizacion
exitosa de este procedimiento para un conjunto de condiciones de borde dados puede ser

bastante largo, porque tres procedimientos matematicos diferentes estan involucrados:

1. el uso de superposicion para descomponer un complicado problema en un con-

junto de problemas mas sencillos;

2. la separacién de la ecuacion diferencial parcial en un conjunto de ecuaciones

diferenciales ordinarias dentro de un apropiado sistema de coordenadas; y

3. la construccion de expansiones en autofunciones (generalizaciones de las series de

Fourier) que satisfacen las condiciones de borde.

Los puntos 1 y 2 serdn analizados en este capitulo y el punto 3 serd expuesto en el

proximo capitulo.

3.1

Metodologia de la separaciéon de variables

La idea general del procedimiento de separacion de variables es dividir la solucion del
problema principal en subproblemas, donde para cada uno de ellos las condiciones de
borde son homogéneas a excepcion de una de ellas. Asi, las formulas para la solucion
de un subproblema son series infinitas, en donde términos individuales satisfacen las
ecuaciones homogéneas mientras que la suma general cumple la restante condiciéon no

homogénea.

Para entender bien el proceso general, comencemos con un ejemplo donde mostraremos

la férmula de la solucién y analizaremos sus aspectos.

61
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Ejemplo 3.1.1. Consideremos el problema mostrado en la figura 3.1,

y
ov
— =zx(m—2x)
T 8y
U =0 V20 =0 U=y
X
0 6\11 ™
— =0
dy

Figura 3.1: Plancha de metal con temperatura W.

y si concebimos la incognita ¥ como la temperatura, tenemos una plancha de metal

de dos dimensiones en la cual ¥ esta especificada sobre dos lados (variando “z”)

y el flujo del calor esté especificado en los restantes dos lados (variando “y”)

ov

a—y(:t:, 0)=0 (3.3)
ov
a—y(w, ) = z(m — x). (3.4)

Asi tenemos condiciones de borde de Dirichlet y Neumann; y la ecuacién de Laplace
VU =0 (0<z<m 0<y<m) (3.5)

indica que estamos buscando la temperatura en un estado estacionario.

El método de separacion de variables, el cual discutiremos mas adelante, nos genera la

siguiente férmula para la solucién de las ecuaciones (3.1)-(3.5)

¥(z, ____ZsenhQn—i-lxcos(Zn—l—l)y
B senh(2n + 1 (2n+1)2
(3.6)

Z sen(2n + 1 )z cosh(2n + 1)y
(2n+1)*  senh(2n + 1)7
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Ahora veamos, en primer lugar que cada término en la férmula (3.6) es una solucién

de la ecuacion de Laplace (3.5); omitiendo los coeficientes, tenemos

ViU =0,
VZsenh(2n + 1)z cosh(2n + 1)y = (2n + 1)?senh(2n + 1)z cos(2n + 1)y
— (2n + 1)%senh(2n + 1)x cos(2n + 1)y
=0
VZsen(2n + 1)z cosh(2n + 1)y = —(2n + 1)*sen(2n + 1)z cosh(2n + 1)y
+ (2n + 1)*sen(2n + 1)z cosh(2n + 1)y
=0

Por otra parte, como los factores
x, senh(2n + 1)z y sen(2n + 1)z,

toman el valor cero cuando x = 0, entonces se satisface la condicion en la cara izquierda
de la plancha (ecuacién (3.1)). Similarmente la derivada evaluada en y = 0 vale cero,
para los factores

x, cos(2n+ 1)y y cosh(2n + 1)y,

es decir, el flujo es cero en la cara inferior (ecuacion (3.3)). Luego las ecuaciones (3.1),
(3.3) y (3.5) son satisfechas término a término. Recordemos que aqui estamos usan-
do el principio fundamental de las ecuaciones lineales homogéneas de que cualquier

combinacion lineal de soluciones es también una solucion.

Ademés, si ahora consideramos la temperatura en la cara derecha, la ecuacién (3.6)

nos da como resultado

s senh(2n + 1 COS(2n + 1y
-8

v
(=, senh(2n + 1 (2n +1)2

Z sen(2n + 1)m cosh(2n + 1)y
(2n+1)* senh(2n+ )7

o, simplificando y puesto que los términos de la segunda serie son cero

S 032n+1
i} - _ = 3.8
(@, 2 71'2 (2n + 1)2 (3.8)

donde la expresion del lado derecho es la expansion en serie de Fourier de cosenos de

la funcién f(y) =y, por lo tanto queda satisfecha la condicién de la cara derecha.
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Similarmente, ahora el flujo sobre la cara superior viene dado por

ov 4 2. senh(2n + 1)z sen(2n + 1)7

EN — senh(2n+1)m  2n+1
(3.9)
8 i n(2n + )z senh(2n + 1)7
77 “—~ (2n+1)* senh(2n+1)7
simplificando y utilizando el hecho de que sen(2n + 1)7 vale cero tenemos
ov 8 = sen(2n + 1)
= — it S i 3.10

la cual vemos que es la expansion en serie de Fourier de senos de la funcién que estamos
considerando g(z) = x(m — x), luego queda satisfecha la condicién de borde en el lado

superior de la plancha.

Resumamos lo que hasta ahora hemos hecho. En primer lugar hemos demostrado que

la solucion ¥(z,y) puede ser dividida en dos partes ¥ = ¥ + Wy, con

T 4 =senh(2n + 1)z cos(2n + 1)y
v _r_ 2
() 2 Z senh(2n + 1) (2n+ 1)2

8 w= sen(2n + 1)z cosh(2n + 1)y
\PQ( ) ): — E 4
T (2n+1)* senh(2n+ 1)m

donde la funcién Wy resuelve el subproblema de la figura 3.2(a), en el cual la condi-
ciéon no homogénea de Neumann sobre la cara superior ha sido reemplazada por su

correspondiente forma homogénea;

y y

61/)1 a'¢2
= - = I\T =X

oy 0 dy ( )

m ™
‘111:0 V2\111:O \Dlzy \112:0 V2\IJ2: \IJQZO
Wi _y " W _o "
dy dy

Figura 3.2: Subproblemas.
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y similarmente la Wy resuelve el subproblema de la figura 3.2(b), donde la condicién
original de Dirichlet, no homogénea, en la cara derecha ha sido cambiada por su equi-

valente homogénea.

Asi, la ecuacién (3.6) sugiere que el problema original sea descompuesto en dos sub-
problemas, en donde todas menos una de las condiciones gobernantes son homogéneas.

Este es un paso esencial dentro del procedimiento de separacion de variables.

Un segundo aspecto que vemos en la ecuacién (3.6) es el hecho de que las condicio-
nes homogéneas para cada subproblema son satisfechas por términos individuales, en
cambio para la condicién no homogénea la suma completa es la que verifica su cum-
plimiento. En general, podemos decir que, el plan basico dentro del procedimiento de
separacién de variables es la recopilacion de un conjunto de soluciones a el subcon-
junto de ecuaciones homogéneas y luego reunirlas dentro de una suma satisfaciendo la

ecuacion no homogénea.

Ejemplo 3.1.2. Consideremos el problema planteado en la figura 3.3.

y
U = senh 7sen

U =senh4rsendy| V20 =0 |V =senh3nsen3y

v X
U = senh 37 sen 3z

=)

Figura 3.3: Problema planteado.

Veamos que lo podemos dividir en cuatro subproblemas, ver figura 3.4,



66 EL METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

y
U, =senhw senx

v, =0 ViU, =0 UVi=0 W,=0 V230, =0 Wy =0

X Y X
v, =0 n Uy = senh 37 sen 3x
(a) (b)
y y
W3 = senh 37 sen 3y > W, = senh 47 sen 4y
»
\ 200 _
Uy=0 VA =0 Vi =0 =0
Uy =10 7T v, =0 @

Figura 3.4: Subproblemas.

y ademas podemos verificar que la funcién
UV=U+U,+¥ -3+,

satisface todas las condiciones de borde planteadas y que cada una de las ¥; satisface

el correspondiente subproblema.

Comencemos definiendo las ecuaciones V;; para cada subproblema, tomando primero

las condiciones en el eje y, y luego en el eje x:

U,y (z,y) = senzsenh y, Uy(z,y) = sen 3z senh 3(m — y),
Us(z,y) = senh 3z sen 3y, Wy(x,y) = senh4(m — z)sen4y.

Asi la ecuaciéon Uy resuelve el subproblema de la figura 3.4(a)

1(z,0) =senxsenh 0 = 0,

1(z,m) = senx senh m = senh 7w sen z,

‘111(07

y) = senh Osenhy = 0,
Uy (m,y) = senmsenhy = 0.
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la ecuacién Wy resuelve el subproblema de la figura 3.4(b)

S

2(2,0) = sen 3z senh 3(m — 0) = senh 37 sen 3z,
Uy(z, ) = sen 3z senh 3(m — ) = 0,

y) =sen3-0senh 3(r —y) =0,
y) = sen 3w senh 3(r — y) = 0.

la ecuacién W3 resuelve el subproblema de la figura 3.4(c)

Us(z,0) = senh 3z sen 3(0) = 0,
Ws(x, m) = senh 3z sen 3(m) = 0,
U3(0,y) = senh 3(0) sen 3y = 0,
Us(m,y) = senh 3w sen 3y = 0.

la ecuacién W, resuelve el subproblema de la figura 3.4(d)

Uy(x,0) = senh4(m — ) sen4(0) = 0,

Uy(x,m) =senh4(r — z)send(mw) =0

U, (0,y) = senh 4(m — 0) sen 4y = senh 47 sen 4y,
Uy (m,y) = senh 4(m — 7) sendy =

luego vemos que al agruparlas la funcion
U=U;+ WUy + Vs + Uy

cumple con lo que estamos buscando.

3.2

Proceso de separacion de variables

La ecuacion de Laplace en dos dimensiones admite soluciones en la forma separada de
F(z)G(y), donde tipicamente uno de estos factores es un seno o coseno y el otro es
un seno o coseno hiperbolico. El método de separacion de variables, que nos permitira
establecer estas soluciones, lo enfocaremos en primer lugar mediante un ejemplo donde

tendremos involucradas solamente condiciones de borde de Dirichlet.

Ejemplo 3.2.1. Consideremos la plancha cuadrada de un material de conductividad

térmica mostrada en la figura 3.5, en donde analizaremos el calculo del estado estable



68 EL METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

de distribucién de temperatura.

U =senzx

U=f(y)| V=0 |¥=sen’y

O w=a(r—x) T

Figura 3.5: Plancha cuadrada de un material de conductividad térmica.

En la figura 3.5 tenemos un cuadrado de dimensiones 7w por 7 (por conveniencia). La
temperatura en cada una de las caras es mantenida por una fuente externa de calor

que viene dada por las ecuaciones:

U(x,m) =senz (0<az<m) (3.11)
U(z,0)=z(r—2z) (0<z<m) (3.12)
U(m,y) =sen’y (0<y<m) (3.13)
U(0,y)=fly) (O<y<m) (3.14)

donde f(y) es una funcién dada que no precisaremos ahora y dejaremos abierta su
seleccion. Ademas dentro del cuadrado el estado estable de temperatura satisface la

ecuacion de Laplace
VU(z,y) =0 O<z<m0<y<m) (3.15)

La ecuacion diferencial parcial (3.15) junto con las condiciones de borde (3.11)-(3.14)

determinan nuestro problema fisico.

Subproblemas

En primer lugar, como mencionamos en la secciéon anterior, dividimos el problema en

4 subproblemas (ver figura 3.6):
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U, =senx . ¥y . 0
o VR =0 |
E) v \Ijl — 0 (E l) VQ\I]2 _ O (.E
U, =0 I Uy, = z(m — )
(a) Subproblema I. (b) Subproblema 2.
\113 ': v,=0
.................... 4 S —
V23 =0 s VU, = ¢
By sendyd b = ()
(¢) Subproblema 3. (d) Subproblema 4.

Figura 3.6: Subproblemas.

Subproblema 1. Encontrar W, (z,y) tal que

V2, (z,y) = 0 dentro del cuadrado,
U, (z,m) =senx en la cara superior (0 < z < ),

U,y (z,y) =0 en las otras caras.

Subproblema 2. Encontrar Ws(z,y) tal que

V2Wy(z,y) = 0 dentro del cuadrado,
Uy(x,0) = z(m — x) en la cara inferior (0 < x < ),

Uy(z,y) = 0 en las otras caras.

Subproblema 3. Encontrar ¥3(x,y) tal que

V2Ws(z,y) = 0 dentro del cuadrado,
Ws(7,y) = sen®y en la cara derecha (0 <y < 7),

Us(z,y) = 0 en las otras caras.
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(3.16)
(3.17)
(3.18)

(3.19)
(3.20)
(3.21)

(3.22)
(3.23)
(3.24)
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Subproblema 4. Encontrar W, (z,y) tal que

V2, (z,y) = 0 dentro del cuadrado, (3.25)
U,(0,y) = f(y) en la cara izquierda (0 <y < 7), (3.26)
U,(z,y) =0 en las otras caras. (3.27)

Por lo tanto, requerimos que
\II:\I’1+\I]2+\113+‘P4

resuelva el problema original; y asi podemos ver que

U(z,m)=senx+0+0+0=senz en la cara superior,
U(x,0)=0+a(r—2)+0+0=ua(r —2x) en la cara inferior,
U(m,y) =0+0+sen’y +0 =sen’y en la cara derecha,
VU(0,y) =04+0+0+ f(y) = f(y) en la cara izquierda,

y dentro del cuadrado
VU = V20, + V20U, + V23, + V20, =0+04+0+0=0.

Asi la funcién ¥ cumple todo lo que se le requirid, es decir, resuelve el problema

planteado por las ecuaciones (3.11)—(3.15). O

La idea bésica de la separacion de variables gira alrededor de encontrar una solucién
U que pueda ser expresada como el producto de dos factores, donde cada uno depende
de una sola variable:

V(z,y) = F(z)G(y), (3.28)

y al sustituir (3.28) en la ecuacién (3.15) obtenemos
V2U(z,y) = F"(2)G(y) + F(2)G"(y) = 0,

la cual es equivalente a
F'x)  G"(y)
F(x) Gly)

de esta forma podemos decir que hemos separado la ecuacion diferencial.

(3.29)

Analicemos un poco lo que la ecuaciéon (3.29) nos indica. Podemos ver que el lado
izquierdo de la ecuaciéon depende de la variable “z” y el lado derecho no, asi el lado

izquierdo debe ser constante; en otras palabras si nosotros cambiamos el valor de la
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variable “z” de x = x9 a x = x1, vemos que el lado derecho de la ecuacién no va a
variar. Por lo tanto, si una funcién de “z” no varia al cambiar el valor de la variable,

dicha funcion es constante.

Esto nos conduce a separar la ecuacién (3.29) en dos ecuaciones, cada una de ellas

dependiendo de una sola variable

F//(.I)

F o) =\ o F'"(x)=\F(x) (3.30)
C@W e
G A G"(z) AG(x) (3.31)

en donde A es conocida como la constante de separacion.

Las ecuaciones (3.30)—(3.31) tienen la forma de la ecuaciéon del oscilador arménico,

cuyas soluciones fueron vistas en la seccién 1.5.

Utilizando las soluciones de la ecuaciones anteriores, vamos a resolver cada uno de los

subproblemas planteados, en los cuales solo una condicién de borde es no homogénea.

Subproblema 1 (Solucién). La ecuacién a separar es

Uy (z,y) = F(z) G(y),

luego las soluciones de (3.30) tendran la forma

F(z) = ¢ cosh VAx + cosenh VAz si A > 0, (3.32)
F(z) =c3+ ey siA=0, (3.33)
F(x) = c5cosV—Ax + cgsen vV —Az si A <0, (3.34)

Las equivalentes soluciones para (3.31) son

G(y) = dy cos V Ay + dy senh vy siA>0, (3.35)
G(y) = ds + dyy si A =0, (3.36)
G(y) = d5 cosh vV —Ay + dgsenh vV —Ay si A < 0, (3.37)

Ahora que ya tenemos la forma de las soluciones debemos buscar la manera de
manipular las constantes para satisfacer las ecuaciones de borde (3.17)-(3.18)

(ver figura 3.6(a)). Comencemos utilizando la ecuacion (3.18) y expresandola en
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la forma separada para x =0, z =7 y =0,
0,
F(r) Gly) =0, (3.38)
0,

notemos que si tratamos de satisfacer la primera ecuacion, tendremos las dos
posibilidades F'(0) = 0 o G(y) = 0. Si consideramos la posibilidad G(y) = 0
entonces la ecuacion se satisfacerda para todo y, y por lo tanto la soluciéon que
habremos encontrado sera la solucién nula. Este no es el caso que nos ayudara a
encontrar la solucién que queremos. Luego, consideremos la posibilidad F'(0) = 0,

la cual solo estard restringida al valor de x = 0.

De esta manera las restricciones en (3.38) pueden ser satisfechas por
F(0)=0, F(r)=0, G(0)=0. (3.39)

Ahora, si imponemos la primera restriccién de (3.39) sobre la formas generales
de la solucién (3.32)-(3.33)-(3.34), obtenemos

0 =c¢;cosh0+ casenh 0 = ¢ :>F(m)2025enh\/Xx si A >0,
O=c3+cs-0=c3= F(x) =cyx siA=0,

0=c5co80+cgsen0 = c5 = F(x) = cgsenvV—Az si A < 0.

Luego tratamos de satisfacer la segunda restriccion de (3.39) y obtenemos

0 = cosenh VAT si A > 0,
0=cym si A =0, (3.40)
0=cgsenv—Am si A <O.

Dado que nuestro interés son las soluciones no triviales, debemos considerar en-
tonces los diferentes casos para la constante de separacion A, en vez de los coefi-

cientes, para satisfacer (3.40).

Ahora bien, si consideramos las graficas de las funciones senh x, x, sen x; podemos
ver (figura 3.7) que solo sen z se anula para x = m; por lo tanto de la primera y

segunda ecuacion de (3.40) inferimos que co =0y ¢4 = 0.
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senh

Figura 3.7: Funciones senh z, x y sen z.

Sin embargo, hay un ntmero infinito de valores negativos de A que satisfacen
(3.40), a saber, A = n?

senV—AT =seny/—(—n?)w
= sennw
= 0.
Asi, para A = —1,—4,-9,...,—n?, ... tendremos soluciones no triviales a la

ecuacion (3.30) con las dos primeras restricciones de (3.39); las cuales son de la

forma

(3.41)

y cualquier miltiplo constante de ellas.

La tdltima restriccién en (3.39) serd aplicable a la funcién correspondiente que

depende de “y”, y en este caso la funcién asociada al caso A < 0 es la ecuacion
(3.37)
G(y) = ds cosh vV —Ay + dgsenh vV =\ y;
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por lo cual
0 = d5cosh 0+ dgsenh 0 = dj
= G(y) = dgsenh v =y,
y de forma equivalente, para A = —n?, las soluciones serdn de la forma

G.(y) =senhny (A=-n?), n=123,... (3.42)
y cualquier miltiplo constante de ellas.

De esta forma, combinando las ecuaciones (3.41) y (3.42), tenemos una serie
infinita de soluciones de la ecuacién (3.16), las cuales satisfacen las condiciones

homogéneas (3.18)

¢1(x,y) = agsenx senhy
©a(,y) = azsen 2z senh 2y
w3(,y) = agsen 3z senh 3y
e 3 (3.43)

©on(x,y) = ansennx senhny

en donde los «; son constantes cualesquiera.

Ahora, utilizando la tltima condicién de borde Wy (x, 7) = senz (no homogénea),
podemos determinar la constante para la solucién final. Dada la forma de Wy,

vemos que en la serie (3.43), n toma tnicamente el valor de 1, y por lo tanto

p1(z, m) = oy senxsenh 7

=senz
1
senh 7’

= ap =

Asi hemos resuelto el subproblema 1, y la solucién es

1
senh 7

Uy (z,m) = sen x senh y. (3.44)

Subproblema 2 (Solucién). Notemos que la tnica diferencia con el subproblema ante-
rior gira alrededor de la funciéon G(y) (ver figura 3.6 (a) y (b)), ya que la condicién

no homogénea esta en la parte inferior del cuadrado. Por lo tanto si reemplazamos
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[Pl

y” por “(m —y)” en (3.43), obtendremos la serie de soluciones de la ecuacion de

Laplace (3.19) satisfaciendo las condiciones de borde (3.21)

1(x,y) = oy senz senh(m — y)
wa(x,y) = agsen 2z senh 2(m — )

x,y) = agsen 3x senh 3(m — y
p3(z,y) = as (m—y) (3.45)

on(z,y) = oy, sen nz senhn(m — y)

W,,n

Observemos que el cambio en la variable “y”, sigue satisfaciendo la ecuacién
(3.19), ya que el signo menos que surge al calcular la primera derivada desaparece

cuando se calcula la segunda derivada, y asi se preserva la ecuacion de Laplace.

Por 1ltimo tenemos que determinar una solucién que satisfaga la condicién de
borde no homogénea (3.20). Para ello haremos uso del desarrollo en serie de

Fourier de senos (ver seccién 1.6) de la condicién Wy(x,0) = z(m — z), la cual es

z(r—1x) = Zan sennr, 0<z<m (3.46)

n=1

en donde los coeficientes a,, vienen dados por

0 sin=2t
_ in =2+ 1.
7T(2z' n 1)3 sin 1+

Luego, por la forma de la ecuacion (3.46) podemos decir que la solucién debe
ser la suma de las soluciones mostradas en (3.45), y al satisfacer la condicién de

borde tendremos

Uy(z,0) = Z oy, sennx senh nw

n=1
00

= Z Q. Sen nx
n=1

de donde vemos que

a, senhnm = a,,

an
= a,=
senh nmw
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y asi, podemos ensamblar una solucion al Subproblema 2, de la forma

. sennz senhn(r —y)
Wl y) = Z in senh n
1

3
Il

(3.48)

5 sen(2i + 1)z senh(2i + 1)(m — y) ;

m(2i 4+ 1)3senh(2: + 1)7

M8

i
=)

la cual, evidentemente tiene solo términos impares de seno y seno hiperbdlico, en

un todo de acuerdo a la definicién de a,,.

Subproblema 3 (Solucién). Para este subproblema, notemos simplemente que las dos
condiciones homogéneas estan en las condiciones de “y” y la otra condicién ho-
mogénea esta en la condicién x = 0 de “z”, por lo tanto observamos una similitud
con el subproblema 1 y asi la solucién a la ecuacién (3.22) con las condiciones de
borde (3.24) resulta solo de intercambiar la variable “z” por la variable “y” en la

ecuacion (3.43), asi

¢1(x,y) = a; senhz seny
wa(x,y) = agsenh 2z sen 2y

x,1y) = agzsenh 3x sen 3y
p3(z,y) 3 (3.49)

n(x,y) = ay, senhnx senny

Ahora para satisfacer la condicién de borde no homogénea (3.23), debemos uti-
lizar una identidad trigonométrica que la relacione con la forma de nuestras so-
luciones, la cual es

sen”y = —seny — —sen
¥y=1 Yy=1 Y,

luego utilizando los correspondientes términos de la serie (3.49) tendremos

Us(m,y) =sen’y

—3sen sen 3
Ty eny Ty ey

= oy senh 7 seny + agsenh 3 7 sen 3y

y por lo tanto
3/4 —1/4

= Vo = ,
senh 7 y @ senh 37

Qg
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y agrupando estos valores tendremos que la solucion es

3/4

senh 7

senh 3z sen 3y (3.50)

Vy(z,y) = senh zseny —

senh 37

Subproblema 4 (Solucién). Para este subproblema usamos la misma técnica que rela-
ciona el Subproblema 2 con el Subproblema 1 y asi la serie de soluciones a la

ecuacion (3.25) con las condiciones de borde (3.27) es

v1(z,y) = oy senh(m — x) seny
wa(x,y) = agsenh 2(m — ) sen 2y

x,y) = agsenh 3(m — z) sen 3y
@3 ( )' 3 (m— ) (3.51)

on(z,y) = oy senhn(m — x) sen ny

Para satisfacer la condicién de borde no homogénea (3.26) expandimos la funcién

f(y) en una serie de Fourier de senos

fly) = Z a, senny,
n=1

(3.52)
2 K
an = — [ f(y)sennydy;
T™Jo
luego igualamos las correspondientes series y tenemos que
U,(0,y) = Z oy, senh n sen ny
n=1
= Z a, senny
n=1
de donde «,, = n , 'y por lo tanto la solucion es
senh nx
) an,
Uy(z,y) = zzl g n— senhn(m — x) sen ny. (3.53)

Reuniendo las ecuaciones (3.44), (3.48), (3.50) y (3.53); la solucién del problema
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inicial de distribucién de temperatura es

1
\I/(x,y) = sonh 7 sen x senh y
+ ; T2+ 1) senh(2i £+ )7 sen(2i + 1)z senh[(2i + 1)(7 — y)]
3/4 1/4

/ senhxseny — / senh 3x sen 3y

senh 7 senh 37
oo an

—_ h _ .
i ; senhnr o n(m —x)senny:;

donde a,, se evaliia como en (3.52).

Este es el método de separacion de variables para resolver ecuaciones diferenciales

parciales. Hagamos un pequeno bosquejo de los aspectos resaltantes que permiten una

exitosa obtencion de la solucion:

. La ecuacién diferencial parcial fundamental (3.15) es separada, al tanteo, por

factores que dependen de una sola variable (3.28). Asi, soluciones a (3.15) pueden
ser construidas de soluciones de los ecuaciones diferenciales ordinarias resultantes
(3.30) y (3.31), las cuales contienen un pardmetro no especifico llamado constante

de separacion. “Esta es la parte fundamental de la separacion”.

. La ecuacion diferencial parcial fundamental (3.15) es lineal. Esto se utiliza dos

veces; primero cuando descomponemos el problema en subproblemas mas sim-
ples ((3.16)—(3.27)), y luego cuando se toman las combinaciones lineales de las

soluciones separadas de los subproblemas ((3.44), (3.48), (3.50) y (3.53)).

. Las condiciones de borde fueron impuestas sobre rectas constantes, esto es las

rectas t = 0, x = 7w, y = 0, y = w. Mas aun, los subproblemas fueron definidos
de manera tal que los valores de borde fuesen cero sobre todas, menos una de las

rectas que formaban la frontera de la region.

. De las dos ecuaciones diferenciales ordinarias resultantes de la separacién ((3.30),

(3.31)), primero analizamos la que depende de “z”, la cual tiene los valores de
borde homogéneos en ambos extremos ((3.39)). La ecuacion diferencial misma
tiene una solucién general que contiene dos coeficientes indeterminados (¢;) y

una constante de separacion ().

. Para obtener soluciones no triviales, primero escogemos uno de los coeficientes

(c;) para satisfacer la condicién de borde en uno de los extremos, y usamos

la constante de separacién (\) para satisfacer la condicién en el otro extremo
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((3.40)). Esto nos produce una serie infinita de soluciones ((3.43)), las cuales luego

generaran la correspondiente serie de Fourier de senos ((3.48),(3.50), (3.53)).

6. La condicion de borde homogénea para la otra variable “y”, fue satisfecha por es-
cogencia de los coeficientes en la solucién general correspondiente a la restriccion,

ya determinada, de la constante de separacion.

7. La condicion de borde no homogénea fue alcanzada, reuniendo todas las solucio-
nes separadas ((3.43)) y utilizando la expansion general de la serie de Fourier del

seno (ver seccién 1.2) para cada uno de los casos correspondientes.

El paso mas importante es el 5, donde no solo tuvimos la suerte de encontrar soluciones
no triviales sino que también la mayoria de ellas pudimos expandirlas en una serie de

Fourier para funciones arbitrarias.

Lo resaltante del método de separaciéon de variables es que el paso 5 siempre tiene
éxito, de este modo la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden separada, que
contiene un parametro no especifico y restringida por condiciones de borde en ambos
extremos, generara una serie ortogonal de soluciones. Este aspecto de las ecuaciones

diferenciales ordinarias es conocido como la teoria de Sturm—Liouville.

3.3

Clasificacion de los diferentes subproblemas

Vamos ahora a establecer una clasificaciéon de los subproblemas que se presentan, al
calcular el estado estacionario de la distribucion de temperatura, dentro de una region
cuadrada que satisface la ecuacién de Laplace, basado en la clase (Dirichlet, Neumann
o Robin) de las condiciones de borde homogéneas que hay en cada uno de ellos. Recor-
demos que en cada subproblema estan presentes tres condiciones homogéneas y una no
homogénea. La clase de la condicién no homogénea no importa en nuestra clasificacion,

es decir, la condiciéon no homogénea puede ser de cualquiera de las tres clases.

Es importante también resaltar que la posicién de la condicién no homogénea (vease
figura 3.6) no afectara sustancialmente el resultado de nuestra clasificacion, ya que
bastard con realizar simples cambios de variable (veanse Subproblemas 2, 3 y 4 en la

seccion 3.2).
Con todas estas observaciones podemos establecer la clasificacién siguiente:
1. Las tres condiciones de borde homogénea son de la misma clase:

1.1. Dirichlet,
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1.2. Neumann,
1.3. Robin.

2. Para una misma variable, las dos condiciones de borde homogéneas son de la

misma clase y la restante condiciéon homogénea es de una clase diferente:
2.1. Dirichlet (2) y Neumann (1),

2.2. Dirichlet (2) y Robin (1),

2.3. Neumann (2) y Dirichlet (1),

2.4. Neumann (2) y Robin (1),

2.5. Robin (2) y Dirichlet (1),

2.6. Robin (2) y Neumann (1).

3. Para una misma variable, las dos condiciones de borde homogéneas son distintas

y la restante condiciéon homogénea es de cualquier clase:
3.1. Todas las condiciones de borde homogéneas son diferentes,
3.2. Dos de las condiciones de borde homogéneas son iguales.

Antes de iniciar la discusién de cada uno de los casos de esta clasificacion estableceremos
cierta notacién para simplificar el trabajo que vamos a realizar. En primer lugar las

condiciones de borde homogéneas las denotaremos por
Dirichlet = D, Neumann = N y Robin = R.

Asi, por ejemplo, una condicién D en la cara inferior de la figura significara que ¥ = 0
en esa cara o una condicion N en la cara izquierda significard que a OW/0x = 0. Otra
notacion importante es que las figuras seran equivalentes a un cuadrado con una cara
abierta (ver figura 3.8), la cual representara la posicion de la condicién de borde no

homogénea.

Figura 3.8: Posiciones de las condiciones.



3.3. Clasificacion de los diferentes subproblemas 81

3.3.1 Condiciones de borde homogéneas de Dirichlet

Este caso es similar al planteado en el ejemplo 3.2.1 de la seccién anterior, en donde
todas las condiciones de borde homogéneas son de Dirichlet; y como vemos en la figura
3.8 tenemos planteado 4 subproblemas dependiendo de la posicion de la condicién de

borde no homogénea.

Cada uno de los graficos de la figura representan uno de los subproblemas (1-4) del
ejemplo 3.2.1 de la seccion anterior y asi podemos decir que, después de satisfechas las

tres condiciones de borde homogéneas, la soluciéon es

(a) Uy (z,y) = Z a, sennz senh ny (3.54)
n=1

o0

(b) Uy(x,y) = Z a, sennx senhn(mw —y) (3.55)

n=1

(¢) Us(z,y) = Z a, senh nx sen ny (3.56)

n=1

(d) Uy(z,y) = Z a, senhn(m — x) senny (3.57)

n=1
donde solamente debemos satisfacer la cuarta condiciéon de borde no homogénea, la
cual puede ser de cualquiera de las clases, incluyendo la misma Dirichlet; y asi hallar
el valor de la constante a,, en cada uno de los subproblemas, de manera de poder

expresar la solucion en cada uno de los casos.

Ejemplo 3.3.1. Consideremos el problema de la figura 3.9 , en donde esta planteado

un subproblema del caso (a) con una condiciéon de borde no homogénea en la cara

superior del cuadrado dada por — = 1.

dy

ov
Figura 3.9: Subproblema caso (a) con condicion de borde no homogénea i lenla
Y

cara superior del cuadrado.
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[P

Claramente tomamos la solucién Wy (3.54) y su derivada con respecto a “y” es

oU .
6—1 = Z na,, sen nx coshny , (3.58)
Yy n=1

luego al evaluarla en y = 7 tenemos

oV,
——(z, ) = na, sen nz cosh nm

dy
:17

luego debemos buscar el desarrollo en serie de Fourier de senos de f(z) = 1. Asi

2 1+ (—1)t
1=— Z 1+ sennx, (3.59)

T n
n=1

por lo tanto igualando las ecuaciones (3.58) y (3.59) obtenemos

2(1+ (=1)")

n
n? mcoshnmw

y asi la solucién general tendra la forma

o0

2(1+ (=1
U, = Z A ooshnn SONNT senhny . (3.60)

n—

2.1. y 2.2. Estos casos son similares a los de 1.1., en ellos tenemos dos condiciones de
borde iguales sobre la misma variable, y para su analisis partiremos del subproblema
1.1. que corresponda; satisfaciendo posteriormente el resto de las condiciones de borde

que estén presentes.

Ejemplo 3.3.2. Consideremos el problema de la figura 3.10, con dos condiciones de

borde homogéneas de Dirichlet sobre la variable “z”, una condiciéon de Robin homogé-

ov
nea sobre la cara inferior i 2¥ = ( y una condicién no homogénea de Dirichlet en
Y

la cara superior ¥ = z.

U — 20 =0

Figura 3.10: Problema.
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Partamos de la forma de la solucion para la variable “z” | segtin 1 tendremos
F,(x) = c,sennx , (3.61)
y para la variable “y” considerando el correspondiente caso A < 0 tenemos
Gn(y) = dssenhny + dg cosh ny (3.62)

y su derivada

G (y) = dsncoshny + dgnsenhny .

Luego al satisfacer la condicién de Robin en z = 0 se tiene

=0,

2
de donde d5 = — dg y de esta forma
n

2
Gn(y) = ds <ﬁ senh ny + cosh ny> . (3.63)

Ahora reuniendo las ecuaciones (3.61) y (3.63) tenemos
= 2
U(x,y) = Z ay, Sen N (— senh ny + cosh ny) ; (3.64)
n=1 n

luego para lograr que se cumpla la condicion no homogénea desarrollamos la funcién

f(z) = x en una serie de Fourier de senos
(_1 n+1

o0
T =2 E ———sennz,
n
n=1

e igualando los términos n-ésimos de ambas series, evaluados en y = 7 tenemos que

(-1

7 .
senh nm + 5 cosh nmw

Ay =

Por lo tanto la solucién es

e (_1)n+1
U(r,y) =) 7
=1 senh nm + 5 cosh nm

2
sen nx (— senh ny + cosh ny) : (3.65)
n
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3.3.2 Condiciones de borde homogéneas de Neumann

Para este caso comenzamos por darnos cuenta que las soluciones ((3.54)-(3.57)) tienen
la forma de la soluciéon buscada, para los subproblemas de la figura 3.11, ya que si las
ecuaciones ((3.54)-(3.57)) fuesen las derivadas estarian satisfechas las condiciones de

borde de Neumann para esos subproblemas.

Figura 3.11: Subproblemas.

Por lo tanto es suficiente considerar las soluciones de la forma

(a) Uy (z,y) = Z a, cos nx cosh ny
n=1

[e.0]

(b) Uy(z,y) = Z a, cosnx coshn(r — y)

n=1

[e.9]

(c) Us(z,y) = Z a, cosh nx cos ny

n=1

[e.9]

(d) Uy (z,y) = Z a, coshn(m — x) cos ny
n=1
donde una conveniente escogencia de la constante a, nos dard la solucion final. Un
hecho importante que hay que considerar es que, en este caso, la posibilidad de A =0

no estd descartada, contrariamente a el caso anterior (ver seccién 3.2 Subproblema I

ecuaciones (3.33) y (3.36)).

De esta forma consideremos la posibilidad de la ecuacién (3.33) donde para la variable

[P}

x” y para A = 0 se tiene la solucion
F(z) =c3+ cuz,

y su derivada

Fl(z) =¢, =0,

por lo cual la solucién sera
F(z) =c3;
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y similarmente para la variable “y”, la solucion sera

es decir, en ambos casos es constante, por lo tanto una solucién constante satisfacera
los requerimientos de las condiciones de borde, en todos los casos, por ejemplo en el
caso (a)

Uy (z,y) = ag = agcos 0z cosh 0y .

Esto nos permite, al incluir n = 0, extender las soluciones a:

(a) Uy (z,y) = Z a,, cos nx cosh ny (3.66)
n=0

o0

(b) Uy(z,y) = Z a, cosnx coshn(r — y) (3.67)

n=0

(c) Us(z,y) = Z a,, cosh na cos ny (3.68)

n=0

(d) Uy(z,y) = Z a, coshn(m — x) cos ny (3.69)
n=0
donde al igual que en el caso anterior solo falta escoger el valor de a,, para determinar

la solucién.

Ejemplo 3.3.3. Consideremos el problema de la figura 3.12 en donde la condicién de
borde no homogénea es

ov

— —2U =4

Ox ’

la cual es evidentemente una condicién de Robin, en la cara derecha del cuadrado.
N

N U — 20 =4

N

Figura 3.12: Problema.

Luego debemos considerar el caso (c¢) planteado por la ecuacién (3.63) donde «, es la

constante, para el cual la derivada, en x = 7, es

o,

pe (m,y) = Z na, senh nw cos ny, (3.70)

n=0
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y la funcién evaluada en x = 7 es

Uy (m,y) = Zan cosh nr cos ny, (3.71)
n=0
de esta forma
—3\1/3< ) —2Us(m,y) i(na senh nm — 2aqy, cosh nm) cosn
T - ™ = n T = n n
ox Y 3\, Y ot Y

y desarrollando la funcién constante 4 en una serie de Fourier de cosenos tenemos

flyy=4= a0+2ancosny

n=1

y utilizando la ecuacién (1.18) de la seccién 1.6, para T = 7, se tiene que ag = 4 y

a, = 0 para todo n > 1, por lo tanto igualando las ecuaciones tenemos que

(0 ap senh Op — 2ag cosh 07) cos Oy = 4

= —200 = 4,

de esta forma ap = —2; y la solucién es tinicamente W3(x,y) = —2.

2.3. y 2.4.. En estos casos al igual que en 2.1. y 2.2., analizaremos el subproblema
1.2. que corresponda; ya que tenemos dos condiciones de borde de Neumann homogé-
neas, segun la variable que corresponda, una condicién adicional homogénea y otra no

homogénea, para la otra variable.

Ejemplo 3.3.4. Sea el problema de la figura 3.13, donde tenemos dos condiciones de
borde de Neumann orientadas en la variable “y”, una condicién de borde de Dirichlet
homogénea sobre el lado derecho y una condicién de Robin no homogénea sobre el lado

izquierdo. Donde la condicién de Robin es

ov

8——3\1120083y.

x
N

U — 30 = cos®y D
N

Figura 3.13: Problema.

Comenzamos utilizando la parte correspondiente a la variable “y” dentro de la ecuacion
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(3.68) que es la solucién para el caso de condiciones de Neumann homogéneas para esa

variable, o sea

Gnly) =d,cosny, n=0,1,2,... (3.72)
Luego consideramos la solucion para la condicién homogénea de Dirichlet en la variable

“x” sobre la cara derecha, la cual es segin la ecuacion (3.57)

F,(z) = ¢, senhn(m — z) . (3.73)

Por lo cual al reunir las ecuaciones (3.72) y (3.73) tenemos la solucién

U(x,y) = Z a, senhn(m — ) cosny (3.74)
n=1
donde la derivada es
ov -
a—x(x, y) = ; —apncoshn(m — ) cosny; (3.75)

y ahora evaluando la condicién de Robin en x = 0 tendremos

v ~
%(0, y) —3V(0,y) = Z a,(n cosh nm + 3senh n) cos ny

n=1

serie que debemos comparar con la correspondiente identidad para la funcién cos®y, la
cual es

cos® —10033 +§cos :
3/—4 Yy 1 Yy,

esto nos conduce a las relaciones

3
= 4(cosh m + 3senh )
1
a3 = —
12(cosh 37 + senh 37)

a; = 0 para todo 7 # 1, 3,

con estos valores podemos determinar la solucion
-3
4(cosh m + 3 senh 7)
. -1
12(cosh 37 + 3 senh 3m)

U(x,y) = senh(m — z) cosy

(3.76)

senh 3(m — x)cos3y. O
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Es importante notar que no hemos considerado los casos donde se presentan varias
condiciones de Robin, y la razén es que, aunque matematicamente sea posible construir
el problema, fisicamente es poco probable. Por este motivo hallar explicitamente la
solucién podria ser un problema insoluble, y mucho mas cuando la constante « es

distinta en cada una de las condiciones.

De todas formas vamos a presentar un esquema para los casos donde la constante « es

la misma para todas las condiciones de Robin de un mismo subproblema.

3.3.3 Condiciones de borde de Robin

Los subproblemas planteados en la figura 3.14

R R R

R R R R R R

Figura 3.14: Subproblemas.

estan gobernados, al igual que todos los anteriores, por la ecuacién de Laplace y bajo

tres condiciones homogéneas de Robin, las cuales segiin el caso seran

ov ov
i =aV¥ S =¥ .
e (x,y) =« 0 oy (z,y) = aV, (3.77)

y que podemos expresar también como

8—\I/(ac,y)—oz\I/:O 0

e (x,y) —a¥ =0, (3.78)

v
Ay
que bajo la notacién que vemos en la figura 3.14, son equivalentes a R (es decir, la letra

R nos indicard una de las condiciones de (3.78), segin sea el caso).

Para este caso debemos desarrollar un conjunto de soluciones partiendo de las ecuacio-
nes separadas ((3.30) y (3.31)) de la secciéon 3.2.

En primer lugar, para el subproblema de la figura 3.14(a), analicemos la variable “z”

1) A>0:

F(z) = ¢; cosh VAz + ¢y senh vV Az
y
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1)

F'(z) = e;VAsenh VAz 4 ¢oV/A cosh V Az
donde F(0) = ¢; y F'(0) = cov/), y entonces

R = F'(0) — aF(0)
:02\/X—0401
:0’

., Q .
esto nos establece la condicion de que ca = — ¢, y como siempre estaremos

VA

descartando la solucién trivial no consideraremos el caso co = ¢; = 0, luego

F(z) = ¢ (cosh Vaz + % senh fo)

Fl(z)=¢ (\/X senh v/ Az + a cosh \/Xx) :

Por lo cual
R=F'(r) —aF(r) = (\/Xsenh VAT + acosh \/X?T)

a
— aey | cosh VAT 4+ —— senh \/Xﬂ')
1( VA

:q(¢_—§%>%mH&wzo,

luego esto nos da la solucién trivial ¢; = 0 (descartada) o una solucién condicio-

nada a A = o2, y asi tendrfamos la solucién

F,(z) = ¢; (cosh ax + senh ax)

., <e +26 Lo —26 ) (3.79)

= ce™”

F(I’) = C3 + 4T

y
F'(z) = ¢y,

por lo que F(0) = c3 y F'(0) = ¢4, y entonces

R = F'(0) — aF(0)
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— C4 — QC3

=0,

asi tenemos ¢4 = acs; y la solucién tomard la forma F(z) = c3(1 + az) y la

derivada serd F'(z) = acs, por lo tanto

R=F'(r) — aF(7)
= acg — acg(l + am)
= —CYZC37T

=0,

solo nos conduce a soluciones triviales, luego esta condiciéon la descartamos.

1) A <0

F(z) = cscos vV —Ax + cgsen vV —Ax

y

F'(x) = —csvV/—Asen V—Az + cgV/ =\ cos V—Az ;
luego F(0) = ¢5 y F'(0) = cgv/—A y por lo tanto

R = F'(0) — aF(0)
=cgV—\— acs

de donde cg = ¢s; v la solucion y su derivada toman la forma

VA

F(z)=cs5 (cos -z + \/O_é_)\sen —)\m)

F'(z) = c5 <_\/——>\ Seﬂ\/——/\x—i-occos\/——/\x) :

y asi

F(r) = s (Cos AT+ \/O_é_)\sen\/——)\ﬁ>

F'(7) = ¢35 (—\/——/\ sen v/ —A + a cos \/—_)\71')

R=F'(n)—aF(r) = ¢ {— <\/—_A+ \7—_27” senvV/—Am =0,
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lo que nos da la solucién trivial ¢s = 0 (descartada) o A = a2, la cual no es
posible ya que A < 0 y « es real (si a fuese imaginario, esta posibilidad no seria

descartada, pero no es el estudio de este texto). Por lo tanto la igualdad solo es

satisfecha cuando v/—\ = n?, es decir, A = —n?, y asf la solucién es
o)
F.(z) = c5 (cos nx + — sen nx) (3.80)
n

Ahora debemos analizar la variable “y” para los correspondientes casos, asi

(APl

1) cuando A > 0 y A\ = o las soluciones para “y” son

G(y) = dy cosay + ds sen ay
G'(y) = —dyasen ay + dyacos ay

por lo cual G(0) = d; y G'(0) = deav y por lo tanto

R = G'(0) — aG(0)
= dQOé — Oédl

=0,
de donde dy = dy, y asi la solucién tomara la forma

Goly) = dy(cos ay + sen ay) . (3.81)

Ahora reuniendo las ecuaciones (3.79) y (3.80) y para cualquier constante K,

podemos formar la soluciéon general

U, (z,y) = Ke*(cosay + sen ay) . (3.82)

WKy

11) cuando A < 0y A = —n? las soluciones para “y” son

G(y) = ds cosh ny + dg senh ny

G'(y) = dsnsenhny + dgn coshny ,
de esta forma G(0) = d5, y G'(0) = dgn y por lo tanto

R = G'(0) — aG(0)
= dﬁn — Oéd5

=0,
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o
esto nos indica que dg = — d5, y por lo tanto la solucién tomard la forma
n

Gn(y) = ds (COSh ny + %senh ny) . (3.83)

Asi, obtenemos, para cualquier constante a,, una solucién general al tomar la

sumatoria de las ecuaciones (3.80) y (3.83)

U(z,y) = Z an <cos nx + % sen nas) (COSh ny + % senh ny) (3.84)
n=1

Los correspondientes cambios de variable también estan presentes en este caso
para satisfacer todos los subproblemas de la figura 3.14, asi tendremos respecti-

vamente, segin la figura, las soluciones

n
n=1

U(x,y) = i an [cos nz + = sen n:c] [COSh n(m —y) + % senhn(m — y)](3.85)
U(z,y) = 3

Z ap <cosh nr + 2 senh nw) (cos ny + 2 sen ny) (3.86)
n n

n=1

= « «
U(z,y) = Z an [COSh n(m —z) + - senhn(m — x)] [cos ny + - sen ny](3.87)

n=1

Notemos que este es un caso especial donde el valor de « es el mismo para todas
las condiciones de Robin, y asi serdn todos los problemas donde estén presentes
las condiciones de Robin. A continuacion presentaremos un ejemplo del tipo 2.6.,

ya que su analisis es equivalente al presentado anteriormente.

Ejemplo 3.3.5. Consideremos el problema de la figura 3.15 en donde estan presentes

dos condiciones de borde de Robin homogéneas,

U
= op—0
ox ’

sobre la variable “z”, una condicién de borde de Dirichlet homogénea en la cara superior

y una condiciéon de borde de Dirichlet no homogénea,
U = sen 2x + cos 2x ,

en la cara inferior.
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U =2¥ U =2y

U = sen 2x + cos 2x

Figura 3.15: Problema.

Claramente podemos ver que la solucién de este problema esta dentro de las soluciones

[Pl

para A < 0, por lo cual podemos decir que la solucion, en la variable “x” es

2
F.(x) =a, (COS nx + — sen mc) : (3.88)
n

para la variable “y”. la soluciéon que satisface la otra condicién homogénea es

Gn(y) = by senhn(r —y). (3.89)

Ahora al reunir las ecuaciones (3.88) y (3.89) tendremos una solucién

S 2
v = n — h —vy). 90
(x,v) ; a (COS ne + - sen nx) senhn(m — y) (3.90)

Para la solucion final, solo nos falta satisfacer la condicion no homogénea, para ello

tomaremos y = 7y n = 2 en la ecuaciéon (3.90) y tendremos
as(cos 2z + sen 2z) senh 2m = sen 2x + cos 2,

por lo tanto
1

~ senh2n’

a2

y la solucion definitiva que satisface las condiciones de borde es

U(z,y) = (cos 2z +sen2z)senh 2(r —y). O (3.91)

senh 27

Para analizar el ultimo caso, donde para una misma variable las condiciones de borde
son distintas utilizaremos un ejemplo general y estudiaremos uno de los subproblemas

que se plantean.

Ejemplo 3.3.6. Consideremos el problema de la figura 3.16 y analicemos el primer
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subproblema (a), en donde tenemos condiciones de borde homogéneas de Dirichlet y
Neumann en la variable “x”, una condicién de borde homogénea de Neumann para
0
y = 0 y una condicién de borde no homogénea de Robin , Fie —W + sen(z/2), para
Y

Yy =T.

U= U +sen 3 Subproblemas

U = e U'=2y D N D N D N

T (a) (v) © @

Figura 3.16: Problema y subproblemas.

En primer lugar se puede ver facilmente (lo dejamos al lector) que las condiciones de
borde homogéneas para la variable “x” solo producen soluciones triviales para A > 0,
asi que analizaremos el caso A < 0. Sabemos por la ecuacién (3.34) de la seccién 3.2

que tendra la forma

F(x) = ¢5cos vV —Ax + cgsen v — Az,

luego para x = 0 tenemos F(0) = ¢5 = 0, por lo cual
F(z) = cgsen vV -z,

y su derivada

F'(z) = cgV/—Acos V=N,
al evaluarla en x = 7 es

F'(m) = V=X cosV—=AT

donde al descartar la solucién trivial tendremos que la igualdad se presenta cuando

2n — 1 —(2n —1)?
s S Lt P W [t o
2 4
y asi la solucién es
2n — 1
F,(x) = ¢, sen 1 x. (3.92)

2
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Ahora para la variable “y” con la misma condiciéon A < 0 tenemos

2n — 1 2n — 1
n y + dg senh "

G(y) = d5 cosh Y

y su derivada
2n —1 2n — 1 2n —1 on —1
G'(y) = ds n2 senh n2 Yy + dg n2 cosh n2 y

al satisfacer la condicién de borde de Neumann en y = 0 tenemos

2n —1
G'(0) = dg = — =0
= dg =0,
y asi ) .
Gn(y) = d,, cosh n- Y. (3.93)

De esta manera, al reunir las ecuaciones (3.92) y (3.93) tenemos la solucién

on—1 2n—1
" 2 cosh n

Y. (3.94)

U(z,y) = Z a, sen
n=0

Finalmente buscamos satisfacer la condicién no homogénea, para ello calculamos la
derivada de (3.94)

oV = 2n—1 2n-1 2n — 1
?y(x,y):z%an n2 sen n2 x senh n2 Y

luego al aplicar la ecuaciéon de la condicion de Robin tenemos

o0

2n—1 2n —1 2n—1 2n—1
Z a,, sen T senh T + cosh m | = sen
2 2 2 2

x
2

n=0

por lo cual la igualdad sera satisfecha para n = 1, y tendremos

z (1 T T T
alsen§ §senh§+cosh§ :sen§

luego
1

CL1:1

3 senh g + cosh g

Y
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por lo tanto la solucién torna la forma

1 1 1
U(z,y) = i i T sen gz cosh S Y- (3.95)

isenhgﬂ—i-coshiﬂ

3.4

Solucién de las ecuaciones de onda, del calor y Laplace por el método de separa-

cion de variables

En las secciones anteriores vimos ejemplos de como separando variables en una ecuaciéon
diferencial parcial puede llevar a ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales pueden
ser utilizadas para construir una solucion general de la ecuacion original. El poder de
esta técnica recae en el hecho de que muchas de las ecuaciones clasicas de la fisica

pueden ser separadas.

En esta seccién nos enfocaremos en el proceso de separaciéon, tomando nota de los
tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias que surgen en la separaciéon en las clasicas

ecuaciones diferenciales parciales.

Podemos empezar por reducir el esfuerzo si consideramos la ventaja de la similaridad

entre
oy . PV y
VU = F) (la ecuacion de onda), (3.96)
5 ov .,
VU = En (la ecuacion del calor) (3.97)
y
V20 =0 (la ecuaciéon de Laplace). (3.98)

Muchos sistemas fisicos son gobernados por estas ecuaciones junto con condiciones de
borde impuestas sobre superficies cilindricas o esféricas. Por lo cual seria importante
investigar la posibilidad de separar esas ecuaciones en coordenadas cilindricas (p, 0, z)

y esféricas (r,0, ¢), asi como en cartesianas.

Si buscamos por separado las soluciones de la forma

donde ¥(-,-,-) es una o funciéon que depende solo de las variables (z,v, 2), (p,0,2) o
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(r,0,¢), entonces al sustituir (3.99) dentro de (3.96) nos da

VY =0 T1”
y esta ecuacion nos produce
AV
TR (3.100)

Dado que el lado derecho de la ecuacion depende solo de “t” y el lado izquierdo no

depende de “t” entonces afirmamos que ambos lados deben ser constantes

2
v
V\I] =K o VV¥=KU (3.101)
y
T//
=K o T"=KT. (3.102)

La ecuacién (3.101) es conocida como la ecuacion de Helmholtz, para la cual haremos
el proceso de separacion de variables mas adelante. La ecuacién del tiempo (3.102) es
simplemente la ecuacién del oscilador arménico (1.10) (ver seccién 1.5 del capitulo 1)

y sus soluciones son

¢1 cosh VAt + o senh VA si A >0,
T(t)=qc+eat si =0, (3.103)
c5cosvV—At+cgsenv/—At  siA<O.

De la misma manera al sustituir (3.99) dentro de la ecuacion del calor (3.97) nos queda

Ve T

3.104
T -7 (3.104)

Asi obtenemos la misma ecuacion (3.101) y la ecuacion dependiente del tiempo

T/
- K
T
(3.105)
O
T = KT,

donde las soluciones de (3.105) son

T(t) = ceXt. (3.106)
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Por lo tanto, las soluciones separadas para las ecuaciones de onda y calor se obtienen
de las soluciones de la ecuacion de Helmholtz anexando los factores que dependen
del tiempo (3.103) o (3.106) respectivamente. Para la ecuacién de Laplace (3.98) es

simplemente la ecuacién de Helmholtz (3.101) con el pardmetro K igual a cero.

Después de analizar el factor que depende del tiempo vamos a separar la ecuacién de

Helmholtz en base a los distintos sistemas de coordenadas.

1. La ecuacion de Helmholtz de tres variables en coordenadas cartesianas es

[958\ G BV A 2/
=KV, 3.107
0x? * 0y? + 022 ( )

Si intentamos encontrar soluciones de la forma
W(w,y,2) = F(z) Gly) H(2)
entonces la ecuacion (3.107) nos lleva a la ecuacion
() Gly) H(z) + F(x) G"(y) H(2) + F(@) Gly) H'(2) = KF(x) Gly) H(2).

Esta ultima ecuacién puede ser separada al dividir por F(z) G(y) H(z) como

F(r)  G"(y)  H"(2)

- - =K
F(z) ~ Gy)  H(z)
y separando la dependencia de “x” tenemos
F// G// H//
(@) __ G _ H'G) (3.108)

F(z) — Gly)  H(2)

y por el mismo argumento usado anteriormente podemos decir que cada lado es

constante y asi
F”(l’)
F(x)
= F'(z) = F(x),

:Oél

la cual es la ecuacién del oscilador arménico; luego la ecuacién (3.108) nos queda

G//(y) H//(Z>
Gly)  H(z)

=K —ay. (3.109)
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Wy, Won

Claramente esto nos conduce a las separaciones en “y” y “z7,
G"(y) = axG(y) vy H"(2) = azH(z),

donde a1 + as + a3 = K por la ecuacion (3.109).

. La ecuaciéon de Helmholtz de dos variables en coordenadas polares es

= KV.

Lo (0w, 1o
r or T(‘?r r2 002

Ahora utilizando el proceso de separacion ¥(r,6) = R(r) ©(0) tenemos

1

r

(rR'(r)) ©() + T—12 R(r)©"(0) = KR(r)©(0)

y una pequefia manipulacion algebraica nos produce

W) _ v
60) ~ Ry O

Bajo el mismo argumento anterior podemos ver que la ecuacién para ©(0) es la

[Pl

ecuacion del oscilador arménico ©”(6) = A O(0), y la ecuacién para “r”; cuando

K = 0 (ecuacién de Laplace), es equidimensional

r*R"(r) + rR'(r) + AR(r) = 0.

Para K # 0 una forma de la ecuacion de Bessel resulta (para mayor informacién

sobre la ecuacién de Bessel ver Watson [39]):

r’R"'(r) + 1R (r) + (—Kr*+ X) R(r) = 0.

3. La ecuacién de Helmholtz en coordenadas cilindricas es

v?m(pez)—lﬁ( aqf> 1PV 9

pop\Pop) TR T a2 (3.110)
=KWV,

.99
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Al insertar la sustitucién ¥ (p, 0, z) = R(p) ©(6) Z(z) obtenemos

(P R(p) o
p P (3.111)
+ R(p)©(0) Z"(2) = KR(p) ©(0) Z(2)

y al separar la variable “0” tenemos

@//(9) B P ) . ) Z”(Z) )
00) ~ R VRV —r gy Tk (3.112)

=A

la cual por el argumento ya conocido nos da ©”(6) = A O(6).

Observemos que la separacién en la variable “p” no podia hacerse en este mo-
mento, lo cual si podremos hacer después de la variable “6”. Esto nos indica que
el éxito en la separacién de variable puede depender de el orden en el cual se

escoja la separacion.

Ahora separemos la variable “z” de la ecuacién (3.112)

Z(2) P pR(p) (3.113)

y se nos plantea la conocida ecuacién Z”(z) = §Z(z).

Finalmente la dependencia en la variable “p” surge de la ecuacién (3.113) como

(pR'(p)) | A
—=+ 5=K-9
pR(p) — p?
la cual es equivalente a
/! 1 / )\
R (p)+;R(p)+ (5—K+;) R(p) =0, (3.114)

que es equidimensional si 6 = K, en cualquier otro caso es otra forma de la

ecuacion de Bessel.
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4. La ecuacién de Helmholtz en coordenadas esféricas es

gy LD (2 OVY 1 0o
V\I](r’e’(ﬁ)iﬂ ar \" or +fr‘2sen¢8¢ sen ¢

1 v (3.115)
r2sen? ¢ 00>

= KV.

Para realizar la separacion sustituimos W(r, 0, ¢) = R(r) ©(0) ®(¢) y obtenemos

(r*R'(r))

r2

(sen ¢ 9'(¢))’
r2sen ¢
(_)//(0)

r2sen? ¢

O(0) ©(¢) + R(r)©()

(3.116)
R(r) ®(¢) = KR(r)©(0) (¢) .

Ahora multiplicando la ecuacién anterior por el factor

r?sen? ¢
R(r)©(0) ®(¢)
y efectuando las correspondientes operaciones obtenemos la ecuacion para la va-
riable “0”
e"(0) 2 (PR(r)) (sen ¢ @'(¢))’ 2.2
= —sen” ¢ ————— —sen p ————— + Kr-sen” ¢
e(0) R(t) ®(¢)

=\

donde A es una constante. Luego efectuando ciertas manipulaciones la separacion

en la variable “¢” nos lleva a

(seno®(9)) A _ (PR() s
sen ¢ O(¢) * sen¢ R(r) i

=9

= (sen¢g @' (¢)) +

O(¢) = dsen ¢ P(o). (3.117)

sen ¢

Realizando los cambios de variable z = cos ¢, y(x) = ®(¢) nos transforma la

ecuacién anterior en la ecuacién asociada de Legendre (3.113)

A
5y = 0y.

1 — 2 " _ 9/
(1 =27y =22y + 7 ——

[Ayebi

La restante dependencia de “r” en la ecuacion (3.117) satisface, si K = 0 (es

101
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decir, el caso de la ecuacion de Laplace), una ecuacién equidimensional
r?R"(r) +2rR'(r) + (6 — Kr®) R(r) = 0. (3.118)

de hecho las soluciones de esta tltima ecuacion son conocidas como las funciones

esféricas de Bessel (ver Watson [39]).

35

Ejercicios

Ejercicio 3.5.1. Verificar que ¥(z,y) = ¥; + ¥y + W3 resuelve el problema indicado
en la figura 3.17

y
w0
ov ov
%:y(p—y) V20 =0 a—x:3seny+25en3y
X
O wv=¢p 7
Figura 3.17: Problema.
donde
8 w= cosh(2n + 1)(r — x) sen(2n + 1)y
V(o) =~ 30 BB D) senn
m = senh(2n+ 1) (2n+1)
T—y 4 <=cos(2n+ 1)z senh(2n + 1)(7 — y)
v - -
2(,y) 2 T nZ:O (2n 4 1)2 senh(2n + 1)7
3coshzx 2 cosh 3z
v = — 3y.
3(%.) senhr oY i 3senh3r Y

Ejercicio 3.5.2. Comprobar que

U(z,y) = Zan sennx senh ny,

n=1

donde

2 T
3
an—i/ T sennxd:c,
0

7 senh nm

resuelve el problema indicado en la figura 3.18.
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Figura 3.18: Problema.

Ejercicio 3.5.3. Verificar que si al problema de la figura 3.3, planteado en el ejemplo

3.1.2, le cambiamos la ecuacién de Laplace homogénea por la no homogénea
VW = cos 2z sen 2y,

entonces la funcion V(z,y) = ¥y + Wy + U3 + U, + VU5 resuelve este problema, donde

W, a W, son las soluciones del problema original y

1
Us(z,y) = —g o8 2z sen 2y.
..Cual sera el subproblema que resuelve la ecuacién W57

Ejercicio 3.5.4. Use el conjunto de soluciones que muestra la ecuacién (3.43), en la
seccién 3.2, para resolver los subproblemas del tipo 1 (ver ecuaciones (3.16)—(3.18) de

la misma seccién), donde la condicién de borde no homogénea esta dada por:
a) V(x,m) = 4sen3x
b) VU(z,7)=0
c) W(x,m)=senx cosx
d) U(x,m) = 3sen2z — 2sen 3z

e) ¥(z,m) = sen®z (Ayuda: Utilice la identidad trigonométrica que descompone

sen® )
Y
f) aa—y(x,w) = sen
ov
g) 8—y(9§,7r) = 3sen2x — 2sen 3z

Ejercicio 3.5.5. Resolver los problemas de las figuras 3.19, 3.20 y 3.21.
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y
U = senx — sen 2z

0
T =0 V20 — 0 99 _ o
ox
X
0 U =0 ™

Figura 3.19: Problema.

y=0] V2U=0 [y=1

Figura 3.20: Problema.

dy
8—y—y+fc(p—f€)

dy Jy

_:O 2 = _— =

o7 VAU =0 e 0
0 v =0 a

Figura 3.21: Problema.

Ejercicio 3.5.6. Resolver el problema con dos condiciones de borde de Robin no

homogéneas planteado en la figura 3.22



3.5. Ejercicios 105

y
?:a\ﬂ—l—x
- Y
dy dy
2 _0 2y — gy _
r Vv =0 B 0
0 ™
g—z:a\lf—l—x

Figura 3.22: Problema.

Ejercicio 3.5.7. Resolver el problema con dos condiciones de borde de Neumann y

dos de Robin planteado en la figura 3.23

y
%_o
. Y
dy 9 dy
“_ =0 |2 =20—1
p U VU =0 9
0 T i
% _
dy

Figura 3.23: Problema.

Ejercicio 3.5.8. Defina cada uno de los subproblemas en los que se puede descomponer

los problemas planteados en las figuras 3.24 y 3.25.

y y o
v — ay 7
T =0 s Y
Jy dy
__\II: V2\II:0 _:\:[j — 2 = e
B B y=0 V¥ =2z |y=1
X X
i a—
dy

Figura 3.24: Problema. Figura 3.25: Problema.
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Ejercicio 3.5.9. Realizar la correspondiente separacion de variables en coordenadas

cartesianas, para la ecuacion de onda amortiguada de tres variables

L T BN
oz Vot T a2 | 9y | 922

Ejercicio 3.5.10. Separar la ecuacion de onda de dos variables en coordenadas polares.

Ejercicio 3.5.11. Separar la ecuaciéon del calor en coordenadas cilindricas.



El Problema de Sturm-Liouville

4.1

Expansion de Sturm—Liouville

Las expansiones en series de Fourier, que hemos utilizado hasta ahora, tienen una gene-
ralizacién que es muy importante en las aplicaciones a la ingenieria, la cual trataremos
muy generalmente en este capitulo sin entrar en detalles teéricos de la misma. Esta
generalizacién, que es mejor conocida como una teoria, es debida a Jacques Sturm y
Joseph Liouville, ella produce una nueva expansion basada en funciones que reflejan

las propiedades fisicas del sistema estudiado.

La nueva expansién nos permite expresar las soluciones de muchas ecuaciones dife-
renciales parciales, las cuales podrian ser analiticamente intratables, en una forma
conveniente, asi como la expansion en serie de Fourier de senos nos permitio resolver

el problema del flujo de calor visto en la seccion 3.2.

Ahora bien la clave de la generalizacién de Sturm—Liouville para la expansion en serie
de senos recae sobre la ecuacién
!
y =y,

y(0) =0, y(7) =0 (4.1)

que estudiamos en la secciéon 1.5 y conocida como ecuaciéon del oscilador armoénico. El
problema de encontrar soluciones no triviales de (4.1) es un caso particular del problema

de Sturm—Liouville

fo(x)y” + fi(2)y + folz)y = Ag(x)y (4.2)
ary(a) + azy'(a) =0, Biy(b) + B2y (b) =0 (4.3)

donde las funciones fy(x), fi(x), fo(x) y g(x) son continuas en el intervalo [a,b], y

107
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los valores de A para los cuales la solucion existe son conocidos como los autovalores
y las correspondientes soluciones no triviales son conocidas como las autofunciones
del problema de Sturm-Liouville. Estas soluciones tienen también las propiedades de
completitud, oscilacion y ortogonalidad, de las series de senos, con respecto a un factor

integrante

o(z) = 2(3) o] B (4.4)

también conocido como funcion peso del problema de Sturm—Liouville. Un estudio mas
profundo en la teoria de operadores de Sturm—Liouville puede conseguirse en Haberman
[19].

Para desarrollar la expansion de la funcién f(x), la cual es cuadrado integrable sobre el
intervalo [a, b], en términos de las soluciones o autofunciones del problema de Sturm-—

Liouville seguiremos los siguientes pasos:

1. Escribir la solucién general de (4.2) como la suma de dos soluciones particulares

totalmente independientes con coeficientes indeterminados:
y(,\) = ey (2, \) + eaa(, ) (4.5)

donde la constante A aparecera como un parametro en las férmulas.(Para escoger
la forma de las soluciones y1, ¥, es importante notar que los autovalores A seran

negativos si fo y ¢ tienen el mismo signo, en caso contrario seran positivos.)

2. Hacer cumplir una de las condiciones de borde (4.3) mediante la escogencia de
c1 y 2. En otras palabras, usar la solucion (4.5) dentro de la correspondiente
condicion (4.3)

oy [eryi(a, A) + caya(a, V)] + az [c1y (a, A) + cayy(a, A)] =0

de manera de expresar ¢; en funcion de ¢y o viceversa, y asi obtener la solucion
en funcién de una constante multiple que depende de los valores de las soluciones

particulares y sus derivadas en x = a, y de las constantes aq, as

y(l’, )‘) = [051y2<aa )‘) + 042yé<a7 )‘)] n ([L’, )‘)
— [ayi(a, A) + azy) (a, N)] ya(, A) (4.6)
~0

3. La restante condicién de borde
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esta considerada como una ecuacion para la variable A. Por lo tanto insertando, la
solucién obtenida en el paso anterior, en (4.6) y resolviendo para los autovalores
{An}n, los cuales formardn una sucesiéon que tiende a oo de acuerdo a los signos

de f v g. La n-ésima autofuncion
debe tener n — 1 ceros dentro del intervalo de definicion.

[Pl

4. Calcular el factor integrante o funciéon peso “p” mediante la ecuacién

p(z) = f2( ) oJ #ee (4.8)

Es importante también notar que las autofunciones seran ortogonales con respecto

ap

b
(D B0}, = / () (@) p(2) dz = |6l 0

5. La expansion de f(z) es entonces

= Z A () (4.9)

con los coeficientes a,, dados por

e, /f ) 6u(2) p(z) d

el [ onerota)

(Algunas veces estas integrales son un tanto complicadas y un desarrollo numérico

(4.10)

n

como la regla de Simpson puede ser utilizado para resolverlas).

Ejemplo 4.1.1. Vamos a desarrollar la expansién de f(z) = x en términos de las

autofunciones del sistema

Yy’ = \y, (4.11)
y(0) =0, ¢/(7) = 0. (4.12)
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En primer lugar la solucién de (4.11) es la conocida funcién

c1cosh VA z 4+ cosenh vz si A >0,
y(x) = cs+euw siA=0,
508V —AT +cgsenv—Ax  siA<O0.

La condicién de borde y(0) = 0 requiere que ¢; = ¢3 = ¢; = 0; aplicando la segunda

condicién de borde tenemos

cov/ A cosh VAT si A >0,
Y (m)=0=1(¢, siA=0,
csvV—AcosvV—Am siA<O.

donde las constantes multiplicativas se vuelven redundantes, y ademas, como buscamos

soluciones no triviales, la igualdad solo sera posible para los valores de A de la forma

on—1\°
An:—<n ),n:1,2,3,... (4.13)

2

Luego las soluciones o autofunciones asociadas al problema (4.11)—(4.12) son

2n — 1

y(x,\) = sen ( > x,n=123,... (4.14)

Veamos la figura 4.1 para ver el hecho de los ceros interiores

sen bz /2

B O I I R 2

Figura 4.1: y(x, \) = sen (2”—2_1) x paran=1,2,3.

La expansion de f(x) serd

f(x):x:Zansen(Qngl)x. (4.15)
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La ecuacion para la funcion peso es p(z) = % 0 =1, y asf los coeficientes estan dados
por
_ (wsen (27 x)
T flsen () 2l
7r:Usen 1) o do
_ /0 ] () (4.16)
/0 sen’ (2”2 1) xdz
" 4 2
= (=1 (2n—12 7"
4.2

Aplicaciones de las expansiones regulares

De acuerdo al esquema bosquejado en la seccion anterior, todas las expansiones de

Sturm—Liouville lucen bastante parecidas. Para un sistema de la forma

fo(@)y" + fi(@)y + fo(x)y = Ag(x)y (4.17)
ary(a) + azy'(a) =0, Biy(b) + Loy (b) = 0; (4.18)

la solucién puede expresarse como la ecuacién (4.6), como en la seccién 4.1 anterior.
Las diferentes aplicaciones solo varian en los nombres de las funciones usadas como
soluciones. En esta seccion veremos algunas configuraciones de la ecuacién de Helmholtz

la cual utiliza expansiones en funciones trigonométricas y en funciones de Bessel.

Ejemplo 4.2.1. Las ecuaciones de la figura 4.2 pueden ser interpretadas como las que

describen el estado estable de distribucién de temperatura en una plancha rectangular.

y
U = g(x)
1
Y
U =0 V20 =0 8—25\11
ox
X
° U =0 2

Figura 4.2: Estado estable de distribucion de temperatura en una plancha rectangular.

Los lados izquierdo e inferior estan en contacto directo con el conducto de calor man-
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tenido a cero grados, pero el lado derecho esta parcialmente protegido de el conducto
de calor a través de un aislamiento permeable, es decir, deja pasar cierto calor (esto
conduce a una condicién de borde de Robin); y la temperatura del lado superior es

mantenida mediante la relacion V(z, 1) = g(z).

Como vimos en la seccién 2.6 la ecuacion de Laplace se separa en las ecuaciones del

oscilador arménico

F'=)\F y G" = -)\G.

Puesto que hay condiciones homogéneas en ambos casos, nosotros analizaremos la

variable “x” primero. La ecuacién general es la siempre conocida

¢1 cosh VA + cosenh VA z si A >0,
Flz) = a+cu si A =0,
c1cosV =T+ cogsenv—Azr siA<O.

y cuando a = 0, la ecuacién (4.6) de la seccién anterior satisfaciendo la relacién
V(0,y) = F(0)G(y) =0

(es decir, a; = 1y ag = 0 en (4.18); y la segunda solucién particular y»(0,\) = 0

mientras que la primera y;(0, A\) = 1) conduce a la solucién

—senhvVAz siA>0
Pz, A) =< -z sid=0 (4.19)

—senv—Axr siA<O0

Ahora tenemos que satisfacer la condicion de borde de Robin — = W en el lado
x
derecho, con la cual determinaremos los valores de \. Para ello utilizaremos la ecuacion

[P}

correspondiente para “x
F'(2) —0F(2) =0

(es decir, b=2, f; = —=d y 3 = 1 en la ecuacion (4.18)). Por lo cual la ecuacién para

la correspondiente condiciéon toma la forma

—v/Xcosh 2v/\ + 6 senh 2v/A si A >0,
0=4¢—-1+4+96 siA=0, (4.20)
—vV=Acos2v/—A+dsen2v/—\ si A <O.
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Recordemos que la ecuacién (4.20) deberia tener un nimero infinito de solucione \,
que tienden a —oo, ya que la mayoria de las soluciones provienen de la tercera ecuacion
de (4.20). De esta forma, a menos que la constante 6 = 1, la segunda ecuacién no

contribuira en la solucién; por conveniencia vamos a ignorar esta posibilidad.

Las otras ecuaciones en (4.20) son ficiles de visualizar si redefinimos la variable A como

+@? y escribimos de nuevo la ecuacién (4.20) de la forma

—Wcosh2W + dsenh 20 si A = @2 > 0,
0= (4.21)
—W €08 2w + 0 sen 2 siA=—-0?<0.

la cual es equivalente a las ecuaciones

tanh 20 si A = &? > 0,
(4.22)

S S

tan20 si A= -2 < 0.

En la figura 4.3 se muestran los graficos del lado izquierdo y derecho de cada una de
las ecuaciones de (4.22) para el caso 6 = 1 (En la mayoria de las situaciones fisicas
el valor de 0 deberia ser negativo, pero nosotros escogimos ese valor positivo debido
a los interesantes puntos de interseccién que vemos en la figura 4.3). Los puntos de

interseccion (@) corresponden a los asociados autovalores (), = 4 ©?).

F@) = tan(@)

Figura 4.3: Graficos del lado izquierdo y derecho de las ecuaciones (4.22) con 6 = 1.

Los puntos de interseccién se pueden hallar facilmente por iteraciones sucesivas de las

ecuaciones

Wy, = tanh 20,,

tan~! (&) (4.23)

donde @,,, @, son el nuevo y viejo valor para W respectivamente.
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De los valores de las intersecciones vemos que para ¢ = 1 hay un solo autovalor positivo
A\ = ©F = 0,957% = 0,916; los demas son autovalores negativos. Demos una pequena

lista de los mismos

A =02~ 09577~ 0916 , ¢1(x) =senh /A z ~ senh 0,957z

Ay = W5 ~ —2,137* =~ —4,567 , ¢o(x) = sen /Ao x ~ sen 2,137z

>~
w
I
&)
W
&
&
\]
Nej
020)
no
&
L
N
o
[\
JC)‘(

¢3(x) = sen /A3 x ~ sen 3,798z

Ny = 07 ~ —5,406% ~ —29,225, ¢4(x) = sen \/ A4z ~ sen 5,406z

Observemos que el signo menos que precedia a las funciones en (4.19) no lo hemos
tomado en cuenta. Notemos ademas en la figura 4.4 que los patrones de oscilacion son

los mencionados en la teoria y el nimero de ceros también coincide.

2 ;Sen 0,957x

zsen 5,406z

\1 5
isen 2,137x

sen 3,798z

-1

Figura 4.4: Patrones de oscilacion.

Por otra parte estos autovalores variaran cuando ¢ varie, por ejemplo si § = ,5 tendre-
mos que la primera ecuacién de (4.22) no tiene solucién, luego todos los autovalores

seran negativos.

Para completar el analisis del problema de la figura 4.2, recordemos que la solucion

general para la variable “y”, sobre la ecuacion

G" = -\G,
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viene dada por

dy cos vV Ay + dysenvy si A >0,
G(y) = qds+dsy siA=0,
ds coshv/—Ay + dgsenhv/—Ay si A <O0.

y las correspondientes soluciones satisfaciendo la restante condicién de borde homogé-
nea de Dirichlet
U(z,0) = F(x)G(0) =0

(es decir, G(0) = 0) en el lado inferior de la figura son

sen vy si A >0,
Gly) =1y si A =0,
senhv—Ay si A <0.

y como hemos descartado el caso A = 0, al combinar con las correspondientes autofun-
ciones de “z” tenemos, para ¢ = 1 la forma general que satisface las tres condiciones

de borde homogéneas

U(z,y) = ay senh 0,957z sen 0,957y
+ as sen 2,137x senh 2,137y + a3 sen 3,798z senh 3,798y (4.24)
+ a4 sen 5,406x senh 5,406y + - - -

Finalmente para satisfacer la dltima condicién de borde ¥(xz,1) = g(x) requerimos que

g(x) = y(z,1) = a; senh 0,957x sen 0,957
+ ag sen 2,137x senh 2,137 + a3 sen 3,798z senh 3,798 (4.25)
+ a4 sen 5,406z senh 5,406 + - - -

Ahora para hallar los valores de los coeficientes de (4.25) utilizamos la ecuacién (4.10)

de la seccion 4.1 para cada una de las autofunciones

2 2
/ g(x)senh 0,957z dx / g(x)sen2,137x dx
_ 0 _ 0
a; = 9 y A2 = P} )
(/ senh? 0,957z dx) sen 0,957 (/ sen? 2,137z dx) senh 2,137
0 0
2 2
/ g(x)sen 3,798z dx / g(x) sen 5,406x dx
_ 0 _ 0
as = y G4 = e

2 2
</ sen? 3,798z dx) senh 3,798 </ sen? 5,406 da:) senh 5,406
0 0
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Ejemplo 4.2.2. Las condiciones de borde para el sistema

y' =My, (4.26)
y(0) = y(2m), ¥'(0) = y'(2m) (4.27)

no son de la misma categoria que hemos pedido para los problemas regulares de Sturm-—
Liouville. Estas son conocidas como “condiciones de borde periédicas”, por este motivo
las soluciones y(z) también deben ser periddicas (Para ver esto deberia mostrarse que
el valor de todas las derivadas de y en z = 0 deben coincidir con el valor de las misma
en r = 2w, y asi la expansién en serie de Taylor de y(x) alrededor de estos dos puntos

va a ser la misma).

Anticipandonos, como hemos hecho anteriormente, podemos decir que los autovalores

seran negativos y escribiremos la solucion general a (4.26) como

U(z,y) =crcosV—Ax +cysenvV—Azx para A <O0. (4.28)

Obviamente la ecuaciones (4.27) son satisfechas si v/—\ es un entero, ya que facilmente
podemos ver que cualquier otro valor solo nos conduce a la solucién trivial ¢; = ¢o = 0.
Luego los autovalores son )\, = —n? paran = 0,1,2,..., y asociado con cada uno de
ellos hay dos autofunciones

oM (z) = cosn,

(4.29)

P (z) = senna,

excepto para n = 0 donde solo el coseno es no trivial. Por supuesto que lo que tenemos
son las familiares series de Fourier, y como la funcién peso p(z) = 1 entonces la férmula

para la expansion es la que vimos en la seccion 1.6

ag >
flz) = 5 + ; (a, cosnx + b, sennx) ,

1 2w

a, = —/ f(z) cosnx dx, (4.30)
T Jo
1 2

by, = — f(z)sennx dz.
T Jo

O

El problema periédico de Sturm-Liouville ((4.26), (4.27)) puede surgir cuando la coor-
denada angular 6 es separada de la ecuacién de Helmholtz, como vimos en la seccién

3.4. Considere, por ejemplo, el estado estable de temperatura de un disco de cuero
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como el que muestra la figura 4.5.

Figura 4.5: Estado estable de temperatura de un disco de cuero.

Como vimos en la seccién 3.4 substitucion de las coordenadas polares nos conduce a

las ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

0"(0) = AO(0) (4.31)
r?R"(r) + R (r) + AR(r) = 0. (4.32)

De acuerdo al esquema que hemos utilizado a través de todo el texto, primero vamos a
procesar las condiciones de borde homogéneas en ambas caras de una misma variable.
Esto descarta el uso de (4.32) inicialmente por la condicién de borde de Dirichlet para

r=2.

Puesto que, ciertamente, no hay ninguna cara donde 6 sea constante en el borde,
sin embargo, el hecho de que el borde # = 0 esta situado en el interior del disco
implica que la solucién varia suavemente a través del mismo; en otras palabras ©(6) es
periddica. Por lo tanto adjuntamos condiciones de borde periddicas a la ecuacién (4.31)
y concluimos que las autofunciones son la familia de Fourier (4.29), con A, = —n?. Lo

cual nos produce una solucién de la forma (4.30).

De aqui la ecuacién (4.32) se vuelve la ecuaciéon equidimensional
r?R"(r) +rR'(r) — n*R(r) = 0

con soluciones

Ro(r) =c1 +cologr,
olr) = 1t (4.33)
R, (r) = c1r™ + cor™" paran > 0.

La condiciéon de borde homogénea de Dirichlet en el circulo interior es satisfecha al
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cumplirse la relacién R(1) = 0; esto nos permite seleccionar los coeficientes en (4.33)

de manera que tengamos las soluciones

Ry(r) =logr
R,(r)=7r"+r"", paran > 0;

y asi podemos ensamblar la soluciéon general

U(r,0) = and(0) Ru(r) + D buo? (0) Ru(r)
=0 , = (4.34)
— % log r + Z (an cosnz + b, sennz) (1" —r~").

n=1

Ahora buscamos satisfacer el tltimo requerimiento, que es la condicién de borde no

homogénea y tenemos
U(2,0)=g(0) = % log2 + Z (an cosnz + b, sennzx) (2" —27") ,
n=1
donde los coeficientes vienen dados por la féormula de la ecuacién (4.30)

1 2
= 0) do
7T10g2/0 9(0) df,

1 2
B W/{) g(0) cosnfdf, n >0,

1 2m
b, = ——— 0 6do :
n 7T(2n_2_n)/0 g(0)sennfdf, n>0

Podemos ahora reiterar que aunque hay innumerables conjuntos de expansiones para
las autofunciones de un problema regular de Sturm—Liouville, sin embargo ellas todas
pueden ser manejadas por medio del mismo procedimiento; y las integrales que puedan
surgir al tratar de resolver la ecuacién (4.10) de la seccién 4.1, no deben ser de mayor
preocupacion, ya que precisos algoritmos de integraciéon numérica podran ser utilizados

para la solucion de las mismas.

4.3
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Aplicaciones de las expansiones singulares

Cuando uno o ambos de los puntos extremos en un problema de Sturm-Liouville tiende
a F00, o cuando el coeficiente de la derivada segunda y” en la ecuacién diferencial

diverge en uno de los bordes, el problema se convierte en singular.

Para resolver este problema, uno usualmente tiene que descartar la condicion de borde
en el punto extremo (o también llamado singular), se impone en su lugar solo la condi-
cién finita. El conjunto resultante de autovalores puede permanecer discreto, en cuyo
caso las expansiones de las autofunciones son series infinitas como en el caso regular; o
los autovalores pueden ser todo un conjunto continuo de valores, con sus expansiones

desarrollandose como integrales.

Ahora veremos un ejemplo que nos permitird ver como proceder en estos casos singu-

lares o puntos extremos infinitos.

Ejemplo 4.3.1. Consideremos el problema del estado estable de temperatura, mos-

trado en la figura 4.6(a), para resolver la ecuacién de Laplace en un rectangulo semi-

infinito.
y y
U =0 U =0
U =seny V20 =0 U =seny V20U =0 5%:0
X Pox
(a) Problema del estado estable de  (b) Simulacién del problema, consideran-
temperatura. do que el extremo “b” tiende a infinito.

Figura 4.6: Problema y simulacién.

Fisicamente hablando esta es una idealizacién de un caso imaginario o irreal, quizas
podemos simular una configuracién parecida a esta en la figura 4.6(b), donde debemos

considerar que el extremo “b” tiende a infinito.

La solucién de el problema de la figura 4.6(b) es, evidentemente, muy familiar para
nosotros, ya que es del tipo del subproblema 4 de la seccion 3.2; y por lo cual el término
n-ésimo de la solucion general que satisface todas las condiciones de borde homogéneas
es

U, (z,y) = aysenhn(b — ) senny

y obviamente la condicién de borde no homogénea se satisface cuando n =1 y con la
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escogencia de a, = ; por lo cual
s

enh b

1
U(x,y) = p—— senh(b — x) seny

(4.35)

= bl (senh b cosh x — cosh b senh ) sen y
sen

= (coshz — coth b senh z) sen y.

Para obtener una solucién al problema infinito de la figura 4.6(a), hacemos que b tienda

a +00; asi coth b tiende a 1 y entonces la solucién tiende a

Up(x,y) = (coshx — senh z) seny (4.36)

=e “seny
la cual satisface todas las condiciones del problema de la figura 4.6(a).

Notemos que hubiese ocurrido si la condicién de borde impuesta en x = b fuese de

Neumann en vez de Dirichlet. Claramente el término n-ésimo seria
U, (z,y) = a, coshn(b — x) senny

luego en vez de la ecuacion (4.35) tendriamos

1
U(z,y) = cosh(b — z) seny

cosh b
= (cosh b coshz — senh b senh x) seny (4.37)
cosh b
= (cosh x — tanh b senh z) sen y.
pero al calcular los limites la soluciéon sigue manteniéndose como
U, (z,y) = (coshx — senh ) sen y
(4.38)

=e “seny.

Esto podria significar que la tnica solucién para el problema de la figura 4.6(a) es
U(z,y) =e “seny;

y la respuesta es NO, ya que si adicionamos a la anterior soluciéon cualquier factor

constante de la funcion senh x sen y, es decir,

U(z,y) =e “seny + K senhx senvy, (4.39)
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obtendremos una solucién vélida para todas las ecuaciones del problema de la figura
4.6(a). Sin embargo la ecuacién (4.39), cuando K # 0, diverge cuando x — +o00, asi la

tnica solucion que converge a un valor finito es la ecuacion (4.36).

4.4

Ejercicios

Ejercicio 4.4.1. Encontrar los autovalores y las correspondientes autofunciones de la
ecuacion

—y(z) =Xy(z), O0<z<m

bajo las condiciones de borde

2. y(0) =y'(m) =0 4. y(0) +4'(0) = y(m) =0

Ejercicio 4.4.2. Supongamos que

o (2)y" + an(2)y + ag(x)y = A g(z) y(x),

y(@) = 0, y(b) = 0 440

es un problema regular de Sturm-Liouville y que y;(x, \) y y2(z, A) son dos soluciones
independientes de la ecuacién diferencial (4.40). Muestre que las autofunciones son de

la forma
‘ij(f,E) = yQ(a7 )\P) U1 ('1'7 )‘p) — U <a7 Ap) yQ(za )\p)

o un multiplo constante de la misma, donde {)\, : p =1,2,3,...} son las raices de

y2(a’ )‘p) yl(ba )‘p) — W (av )‘p) y2<b> /\p) =0.

Ejercicio 4.4.3. En el ejemplo 4.2.1 vimos que las ecuaciones en (4.22) nos condu-
jeron a la solucion del problema planteado, habiendo escogido un valor de 6 = 1. Se
mantendra el mismo patron para las soluciones si ahora tomamos un ¢ = 0,1. Halle los

primeros 4 autovalores y autofunciones en este caso.

Ejercicio 4.4.4. Resuelva el problema planteado en la figura 4.7
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Figura 4.7: Problema.

Ejercicio 4.4.5. Supongamos que J es un parametro dado en la ecuacién del oscilador
armonico amortiguado

y' 40y = Ay,

con A como su autovalor. Muestre que bajo las condiciones de Dirichlet y(0) = y(1) = 0,

la expansion de autofunciones asociada es

o0
flz) = Z ane 0% sennmx

n=1

1
a, = 2/ f(z)et°2 sen nrx dx
0

Ejercicio 4.4.6. Resuelva el problema equivalente al del ejemplo 4.3.1, simplemente

moviendo la condicién no homogénea para la parte superior de la figura.

Ejercicio 4.4.7. Resuelva el problema indicado en la figura 4.8 y muestre que su

solucién se aproxima a la ecuacion (4.36), de la seccién 4.3, cuando b tiende a infinito.

U =seny V20 =0 E—z—3‘l’

Figura 4.8: Problema.

Ejercicio 4.4.8. Resuelva los problemas planteados en las figuras 4.9(a) y 4.9(b).
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ov _ (z)
- 8y_gx U =g(x)
8_‘1120 V20 = ( V20U =0
ox
0 U =0 U = h(z)

(a) Problema.

Figura 4.9: Problemas.

(b) Problema.
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